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Satz 4:

Beweis:

Beispiel:

SeiU U R"offen, f: U - R 2mal stetig differenzierbar
x, UU mitgrad f (xo) =0

a) IstH(f)(x,)positiv definit

= f hat in x, ein isoliertes, relatives Minimum

Taylorformel = f(x0+v):f(xo)+%<v,H(f)(x0)v>+¢( )mlthm ( ) =0

=0
v|| = l}

Zu a)Sei S := Einheitssphire = { vOR"
Da S kompakt=> Die stetige Funktion

S-R
a: {v N a(v) - <v,H (f) (xo)v> nimmt auf S ihr Minimum an.

Seiv, S mita := mina’(v) =a'(v0)

Behauptung: <v H( )( ) >>a[ﬂ]v|| v OR"

Beweis: Klar fiirv =0, alsov#0

A::ﬁ, n=dv. |p|=A|=1 d.h.pOs
asal()=(n.1 (1) (x)1)= 2 (1 (£)(x)v)

=W<V,H(f)(xo)v>

wegenhmw( )‘ =0 [9>0, sodass

=l

()< Ovmit|u< o3
= £ (5 49) =7 () #5 (0 (£) (5)) + 0 (0)
> 1 () + M =
ol

= £ () + 4> £ (%)
f(x y)=xlog(x+y)—yaufU ={(x,y)DR2|x+y>0}

_leog(x+y) X ai:i—l:__y
Ox x+y dy x+y x+y
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grad f =0 - y=0undlogx=—£=—1
X

_ 1 =
e XxX=e =—
e

ot

e
62f= L o x+y-x_ 1 _ »
ox> x+y (x+y)2 x+y (x+y)2

0> f _ X
ay’ (x+ y)2
Of _

0xdy (x+ y)2

H (f)(l,oj _ d'f (l,Oj = ((e) —Oej = Eigenwerte: e, —¢

e d()c,y)2 e

=f (x, y) hat kein lokales Extremum

§6 Implizite Funktionen

SeilU O R?offen, F:U - R differenzierbar
Seil [J RIntervall, g:I — R differenzierbar

Annahme: T, :={(x, g (x)) DRZ} 0 U und es gelte F (x, g (x)) =0 Ox0O7

Man sagt: Falls F (x, g (x)) =0, so sagt man die Funktion g (x) wird durch die
Gleichung F (x, g (x)) = 0implizit gegeben. g (x) heifit implizite Funktion.

Kettenregel: (angewendet auf F (x, g (x)) =0)

%—I;(x,g (x)) a +6—F(x,g (x)) as (x) =0

[0.1] - R
Beispiel: g:
x> g(x) =arcsinv1-x’
Setzey=g (x) (zur Abkiirzung)

siny =+1-x’ siny=1-x"
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= F(x,y)=sin’ y+x’-1=0
oF oF
—(x,y)+—(x,y)y =3x*+2sin yBos yF' =0
ax( y) ay( y)y y[@os y
0<x<l1 =0<+I-x’ <1
:>0<y=g(x)<g
=cosy >0, siny>0
cosy=\/1—sin2y=\/1—l+x3=\/;
N -3x’ _ -3x’
g'(x)=y=— =
2sin y[dos y 2/x3(1—x3)
Allgemein: SeiaOR*, bOR", >0, r,>0

U, =B, (a,rl) ={xD]Rk H|x—a|| < ’”1} OR*
U, =B, (b.r,) ={yOR"||y-b]<n} OR"
Sei g :{ij:_:;%x) mit g (a)=bund g(U,) 0 U,

undF(x,g(x)) =0 x0U,

Wichtiger Fall: k=m =1 U, F(rg(x) =0

0

Angenommen:
1) Fin (a,b) total differenzierbar

F ) ) .
2) 6_ (a, b) invertierbare Matrix

y
3) g:U, - R"stetig mitg(a):b
= g in a total differenzierbar und fiir die Funktionalmatrix gilt:

% ):\_;(a_F(a,b)j_l 9 (,)

Ox dy 0x

% ()=[50)|
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Beweis:  (E(a,b)=(0,0)OR""
( Ersetze F und g durch ﬁ(x,y) = F(x+a,y+b), g(x) = g(x+a)—b)
F(0,0)=F(a,b)
g(0)=g(a)-b=b-b=0
ﬁ‘(x,g(x))=F(x+a,g(x+a)—b+b)EO
oOF
A: _E(O 0)OM (mxk,R)

8:=2C(0,0)0M (mxm.R)

0y
Nach Voraussetzung (] B

F in O differenzierbar
o F(x,y) =Ax+By+¢(x,y)

wo ¢:U xU, - R mit (xl’in)IEOH(x 9] =0
DaF(x,g(x)) EO:>0:F(x,g(x)) :Ax+Bg(x)+¢(x,g(x))
DaB™ O :>g(x)=—B_1Ax—B_1¢(x,g(x)) Y
Behauptung 1: [0,K UR,0<d<rundK >0, so dass
e (<Kl emifs|<o
Setzeny/(x):= —B_1¢(x, g (x))
w = g(x)=g(0)-B'Ax+y(x)

Behauptung 2: hmw (x) =0
R
Bewels: 0<11mH H =lim B_1¢(x,g(x))
- osImT I
sy 2 (o8 ()]
|87 |tim B
O C{CEIC) P CICTIC)) P LICTIC))
1+K)V——— 2 < (1+K
A T I R A
NS T

Aber: = lim
o T+~ e T y)]

Da mitx — Oauchg( ) 0

o (2 ()] _

Folgt insbesondere lim-t————= =0
[+ ()]

x-0

<K4AT>
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Yo = 1imH¢(x’g ()
=0
Beweis: (Behauptung 1)
Seic, := HB_IAH, c, = HB"IH

=0 = Beh .2

i 2) . 05:0<3 <r fiiri =1,2, so dass
()0 (. )
[#(x )] _ 1 .
D - -
(o) <2, DleoImitl=auplse,

1 1
A P CORCR EE (RN
g stetig in (0,0) =[M<J<4,so dasng (x)” <9, Dxmit”x” <0
. . 1
= Oxmit||x] < 51st”¢(x, g (x))” < z(”x” +Hg (x)”) Yok
2
e =g () <e i+ e[ (x. ()]
AoXolke 1 1 1
a2+ () =[5 Jld 2 ()
1 )
= (=2 +5 )l =&l Oxmiefa|<o
\""3)

=K

<48>



