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Beweis: Taylorformel ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

1
,

2
f x v f x v H f x v vϕ⇒ + = + + mit

( )
20

lim 0
v

v

v

ϕ
→

=  

 Zu a) Sei { }: Einheitssphäre 1n
S v v= = ∈ =ℝ  

 Da S kompakt⇒Die stetige Funktion 

  ( ) ( ) ( )0

:
: ,

S

v v v H f x v
α

α
→

 =

ℝ

֏
nimmt auf S ihr Minimum an. 

 Sei 0v S∈ mit ( ) ( )0: min
v S

a v vα α
∈

= =  

 Behauptung: ( )( ) 2

0,   
n

v H f x v a v v≥ ⋅ ∀ ∈ℝ  

 Beweis: Klar für 0v = , also 0v ≠  

   
1

: , : , 1, d .h .       v v S
v

λ η λ η λ η= = = = ∈  

   

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

2

0 0

02

, ,

1
,

a H f x v H f x v

v H f x v
v

α η η η λ≤ = =

=
 

   wegen
( )

2
0

lim 0 0  
v

v

v

ϕ
δ

→
= ∃ > , so dass 

   ( ) 2
 mit 

4
  

a
v v v vϕ δ≤ ∀ <  

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
� �

( ) ( )

0 0 0

2 2

Beh.

2

0 0

1
,

2

2 4

4

o

f x v f x v H f x v v

a a
f x v v

a
f x v f x

ϕ⇒ + = + +

≥ + −

= + >

 

 

Beispiel: ( ) ( ), logf x y x x y y= + − auf ( ){ }2, 0U x y x y= ∈ + >ℝ  

 ( )log
f x

x y
x x y

∂ = + +
∂ +

  1
f x y

y x y x y

∂ −= − =
∂ + +

 

Satz 4: SeiU n⊂ ℝ offen, :Uf →ℝ 2mal stetig differenzierbar 

 0 Ux ∈ mit ( )0grad 0f x =  

  a) Ist ( ) ( )0H f x positiv definit 

   f⇒ hat in 0x ein isoliertes, relatives Minimum 
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( )

1

grad 0 0 und log 1

1

1
, ,0

x
f y x

x

x e
e

x y
e

−

= ⇔ = = − = −

⇔ = =

 ⇔ =  
 

 

 
( ) ( )

2

2 22

1 1f x y x y

x x y x yx y x y

∂ + −= + = +
∂ + ++ +

 

  
( )

( )

2

22

2

2

f x

y x y

f y

x y x y

∂ −=
∂ +

∂ =
∂ ∂ +

 

  ( )
( )

2

2

01 1
,0 ,0

0,

ed f
H f

ee ed x y

    = =      −     
⇒Eigenwerte: ,e e−  

   ( ),f x y⇒ hat kein lokales Extremum 

 

§6 Implizite Funktionen 

 

Sei 2
U ⊂ ℝ offen, :UF → ℝ differenzierbar 

Sei I ⊂ ℝ Intervall, :g I → ℝ differenzierbar 

Annahme: ( )( ){ }2: , U
g

x g xΓ = ∈ ⊂ℝ und es gelte ( )( ), 0  F x g x x I≡ ∀ ∈  

 

Man sagt: Falls ( )( ), 0F x g x = , so sagt man die Funktion ( )g x wird durch die 

Gleichung ( )( ), 0F x g x = implizit gegeben. ( )g x  heißt implizite Funktion. 

 

Kettenregel: (angewendet auf ( )( ), 0F x g x = ) 

 ( )( ) ( )( ) ( )
, , 0

dg xF dx F
x g x x g x

x dx y dx

∂ ∂⋅ + =
∂ ∂

 

 ( )( ) ( )( ) ( ), , 0
F F

x g x x g x g x
x y

∂ ∂ ′⇔ + =
∂ ∂

 

 Falls ( )( ) ( )
( )( )

( )( )

,

, 0

,

F
x g x

F xx g x g x
Fy

x g x
y

∂−∂ ∂′≠ ⇒ = ∂∂
∂

 

Beispiel: 
[ ]

( ) 3

0,1
:

arcsin 1
g

x g x x

 →


= −

ℝ

֏
 

 Setze ( )y g x= (zur Abkürzung) 

 3 2 3sin 1 1y x sin y x= − = −   
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   ( ) 2 3, : sin 1 0F x y y x⇒ = + − =  

 ( ) ( ) 2, , 3 2sin cos 0
F F

x y x y y x y y y
x y

∂ ∂ ′ ′+ = + ⋅ ⋅ =
∂ ∂

 

 ( )

30 1 0 1 1

0
2

cos 0, sin 0

x x

y g x

y y

π
< < ⇒ < − <

⇒ < = <

⇒ > >

 

 ( )
( )

2 3 3

2 2

3 3

cos 1 sin 1 1

3 3

2sin cos 2 1

y y x x

x x
g x y

y y x x

= − = − + =

− −′ ′= = =
⋅ −

 

Allgemein: Sei 1 2, , 0, 0      
k m

a b r r∈ ∈ > >ℝ ℝ  

 
( ) { }
( ) { }

1 1 1

2 2 2

: ,

: ,

U

U

k k

k

m m

m

B a r x x a r

B b r y y b r

= = ∈ − < ⊂

= = ∈ − < ⊂

ℝ ℝ

ℝ ℝ
 

 Sei
( )

1
:
U

m

g
x g x

 →



ℝ

֏
mit ( ) ( )1 2 und U Ug a b g= ⊂  

 und ( )( ) 1, 0  UF x g x x≡ ∀ ∈  

 Wichtiger Fall: 1k m= =  

 

 

 

 

 

( )( ), 0F x g x =

1U

2U

0

0

Satz 1:  Angenommen: 

 1) F in ( ),a b total differenzierbar 

 2) ( ),
F

a b
y

∂
∂

invertierbare Matrix 

 3) 1:U m
g →ℝ stetig mit ( )g a b=  

  g⇒ in a total differenzierbar und für die Funktionalmatrix gilt: 

   ( ) ( ) ( )
1

, ,
g F F

a v a b a b
x y x

−
 ∂ ∂ ∂= ⋅ ∂ ∂ ∂ 

 

   ( ) ( )
1,...,
1,...,

i

i mj
j k

gg
a a

x x =
=

 ∂∂ =   ∂ ∂ 
 

   ( ) ( )
1,...,
1,...,

, ,i

i mj
j k

FF
a b a b

x x =
=

 ∂∂ =   ∂ ∂ 
 

   ( ) ( )
, 1,...,

, ,i

j i j m

FF
a b a b

y y
=

 ∂∂ =   ∂ ∂ 
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Beweis: ( ) ( ), 0,0 k m
a b

+= ∈ℝŒ  

 ( Ersetze F und g durch ( ) ( ) ( ) ( ), : , , :  F x y F x a y b g x g x a b= + + = + −ɶ ɶ ) 

  
( ) ( )
( ) ( )

0,0 ,

0 0

F F a b

g g a b b b

=

= − = − =

ɶ

ɶ
 

  ( )( ) ( )( ), , 0F x g x F x a g x a b b= = + + − + ≡ɶ ɶ  

  ( ) ( ): 0,0 ,
F

A M m k
x

∂= ∈ ×
∂

ℝ   

 ( ) ( ): 0,0 ,
F

B M m m
y

∂= ∈ ×
∂

ℝ  

 Nach Voraussetzung 1
 B−∃  

 

 F in 0 differenzierbar 

  

( ) ( )

( )

( )
( )1 2

, 0

, ,

,
wo : mit lim 0

,
 U U   

x y

F x y Ax By x y

x y

x y

ϕ
ϕ

ϕ
→

⇔ = + +

× → =ℝ
 

 

 Da ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ), 0 0 , ,F x g x F x g x Ax Bg x x g xϕ≡ ⇒ = = + +  

 Da ( ) ( )( )1 1 1g x ,   B B Ax B x g xϕ− − −∃ ⇒ = − −  

Behauptung 1: 1, ,0 und 0K r Kδ δ∃ ∈ < < >ℝ , so dass 

  ( ) mit     g x K x x x δ≤ ∀ <  

 Setzen ( ) ( )( )1: ,x B x g xψ ϕ−= −  

     ( ) ( ) ( )10g x g B Ax xψ−⇒ = − +  

Behauptung 2: 
( )

0
lim 0
x

x

x

ψ
→

=  

Beweis: 
( ) ( )( )1

0 0

,
0 lim lim

x x

B x g xx

x x

ϕψ −

→ →
≤ =  

 

( )( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( )
( )

1

0

Beh.1

,
lim

, , ,
1 1   

x

x g x
B

x

x g x x g x x g x
K K

x x K x x g x

ϕ

ϕ ϕ ϕ

−

→
≤

= + ≤ +
+ +

 

 Aber: 
( )

( )
( )

( )
( ), 0 , 0

, ,
lim lim 0

,x y x y

x y x y

x y x y

ϕ ϕ
→ →

= =
+

 

 Da mit 0x → auch ( ) 0g x →  

 Folgt insbesondere 
( )( )
( )0

,
lim 0
x

x g x

x g x

ϕ
→

=
+
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( )( )

0

,
lim 0 Beh.2
x

x g x

x

ϕ
→

⇒ = ⇒  

Beweis:  (Behauptung 1)  

 Sei 1 1

1 2: , :c B A c B− −= =  

 
( )

( )
( ), 0

,
lim 0 : 0 für 1,2

,
    

i i i
x y

x y
r i

x y

ϕ
δ δ

→
= ⇒ ∃ < < = , so dass 

  
( )

( ) ( ) 1 2

2

, 1
, mit ,

2,
  

x y
x y x y

cx y

ϕ
δ δ< ∀ ≤ ≤  

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1
, ,0 0,

2 2
x y x y x y

c c
ϕ⇒ ≤ + ≤ +  

  g stetig in ( ) 10,0 0 δ δ⇒ ∃ < < , so dass ( ) 2 mit  g x x xδ δ≤ ∀ ≤  

  mitx x δ⇒∀ ≤ ist ( )( ) ( )( )
2

1
,

2
x g x x g x

c
ϕ ≤ +  

     ( ) ( )( )1 2 ,g x c x c x g xϕ⇒ ≤ +  

  ( )( ) ( )1 1

1 1 1

2 2 2
c x x g x c x g x

 ≤ + + = + + 
 

 

 ( ) 1

:

1
2 mit

2
  

K

g x c x K x x x δ

=

 
⇒ ≤ + = ∀ ≤ 

 ��	�


 

 


