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SeienU, O R*, U, OR" offen und F : U, xU, — R"stetig differenzierbar
Sei(a,b)0U, xU, mit
a) F(a,b)=0
oF

b) 6_ (a, b) invertierbare Matrix
y

= Uoffene Umgebungen V, J U, von a und V, UJ U, von b und stetige
Abbildung gV, - V,mitF (x,g(x))=0  OxOV,
Fiir jedes xV,ist g (x) die einzige in V, liegende Losung von F (x, y) =0

Die Abbildung g entsteht durch Auflésung der Gleichung
F (x, y) =0nach y.

Bemerkung: Im Allgemeinen lisst sich ' (x, y) =0 nicht in ganz U, x U, auflésen. Man muss

Beweis:

es eventuell verkleinern.
A

A
vl RSO
s R T—'JF::'IRF(X, y)OU xU.

T >

1

X

Wie in Satz 1(E(a,b) =(0,0)

Sei wieder B := Z—F(o,o) 0Gl, (R)
Y

i {leUZ - R"
eiG:
(x,y) = G(x, y) =y —B_lF(x,y)

0G _, OF

— =1 -B"'—
=% (x.y)=1, . (x,)
:>6—G(O,0)=Ilm—B‘1B=O

dy

Da%—G stetig in (0,0), UUmgebungen W, 1 U, und W, 0 U, von 0, so dass
Y

1

% <3 O(x, y) OW, x W,

0G 0G 0G
~ D) == D) . 0’0
2 (1.5) =22 )L 0

Seir>0,sodassV, =B (O,r) :{y oRrR" H|y|| < r} U W,
DaG (0,0) =0und G stetig, lUmgebung V, J W, von 0, so dass

- r
e:=sup|G(x.0)] <5 4o
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Offenbar: F(x,y)=0 = G(x,y)=y Yoick
Behauptung 1:  Zu jedem x 'V, gibt es hochstens ein y 'V, mit I’ (x, y) =0
Beweis:  Annahme: F (x, yl) =0=F (x, Y, ) mity,,y, 0V,

:yl—yZZG(x,yl)—G(x,yz)
2. MWS mitv:=y, —y, bei festem x
mws( L oG
y1_)’2:G(x’y2+V)_G(x’yz) = J.E(x,y2+tv)dt %
0
1

0G
=v-nl<] a—(x, y+mv)|dtfy, = y,|
oll 0¥
w1
<Sbi=nl  =»=x
Behauptung 2: Es gibt stetige Abbildung g : V, — V, mit
g (x) =G (x, g (x)) (s liefert den Satz)

Beweis:  Setze g, (x) =0 x4V,
und induktiv g, ., (x) = G(x, 8, (x)) Ux 0OV,
Insbesondere: g, (x) =G (x,O)

Yete = ||g1||Vl = igg”gl (x)H =c <£

g ()-8, (¥) 52

Behauptung: || 8y~ gv||Vl = S3$
Beweis: (Induktion nachv ) IA:v =0(s.0.)

IS: Angenommen”gv - gl,_1||Vl < F

2o (¥) =2, (x)=G(x.,(x))-G(x. 8,4 (x))

MZSU ?a_f(gu-l () +W)‘”j(gu ()= 8,1 (%))

0

* = gv+1 ('x)_gv (.X HS
1 Al & &
=518 (%) =80 (X)HSEZH =5
Mitg,, = g (gvﬂ -8, ) folgt aus Behauptung:
v=0

N-1

zz—iSZ£<r

v=0

N-1 Beh
sl < 2180, <
v=0

Alsog, (V,)OV, ON
Also ist Definition sinnvoll.

AuBlerdem i (gv+1 -8, ) besitzt Majorante iz—i

v=0 v=0
= Sie konvergiert gleichmiBig auf V,
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00

=g (x) = A1/1{1}o 8w (x) = Z:(gv+1 (x) -8, (x)) ist stetige

v=0
Abbildung g : V, - R"mit||g|, <26<r,dh.g (V,)OV, it
=g (x) = 1%1{1‘010 8y (x) = }/ifroloG(x, 8va (x)) =

= G(x, }/1{1}0 8w (x)) = G(x, g (x))

Satz 3: Voraussetzungen wie in Satz 2
= OUngebung V, 0V, von a, so dass

g auf %7'1 stetig differenzierbar ist

Beweis: Da %—F (a, b) invertierbar und det stetig

y

oF
g(m)

= [JUmgebung U’ von (a, b) , so dass Z_F (x, y) invertiertbar [ (x, y) au’
y

Satz 1 angewendet auf (x, g (x)) mit x in (kleiner) Umgebung von a

= UUmgebung Vl von a, so dass g auf Vl total differenzierbar mit
dg, \_ [(OF B3 -
%09 ={ (o) Sl ()
Aber: Die Eintrige der Matrix%—F (x, g (x)) sind stetig
X

und die Eintrdge der Matrixg—F(x, g (x)) sind stetig
y

= Die Eintrige der (Adjungierte Matrix

Mamx(%_f(x,g(x))j_l ~— (aF(lx,g (x))j mﬁj(g—i(x,g (x))j

Oy

= g stetig differenzierbar

Anwendung 1:  Hohenlinien
Sei U 00 R? offen, f:U - Rstetig differenzierbar, c 1R

Definition: Die Kurven N, (c) :{(x, y) U U‘f (x, y) = c} heiflen

Hohenlinien (Niveaulinien) von f.

Falls grad f # 0, so kann man diese genauer beschreiben.
Annahme: grad f (a,b) 720, f (a,b) =c
Wende Satz 2 aufF(x, y) =f (x, y) —can.

of

1.Fall: Ista—(a,b) # 0, so existieren offene Intervalle
y
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I,,I, DR mit(a,b) 0L, xI, DUund¢:I, - L,, so dass
N, () n (L, xL,) ={(x.y) 0L, xI,|y = ¢ (x)}
2. Fall: Istg—{c(a,b) # 0, so existieren offene Umgebungen
J,.J, DR mit(a,b)0J,xJ, OUundg:J, - J, stetig differenzierbar,
sodass N, (c) n (1,x3,) ={(xy) 01, I, |x = (y)}
Anwendung 2:  Umkehrfunktion
SeienU,, U, O R"offen, f : U, — U, stetig differenzierbar

Frage: 1) Wann ist fbijektiv?
2) Wenn das der Fall ist, ist dann f - :U, — U, stetig differenzierbar?

SeiU O R" offen und f: U - R"stetig differenzierbar
Seia U, b =f(a), y =f(x)
of

Angenommen: a—(a) invertierbare Matrix
X

=  Uoffene Umgebung V [J U von a und offene Umgebung V' von b,

sodass f : V - V'bijektiv und die Umkehrabbildung
g:=f":V' - Vstetig differenzierbar

Es gilt: g—i(b) - [%( . (b))j_l

. . {UXR” S R"
Beweis: Sei F:
(x.y) > y=f(x)

Es ist a)F(a,b)=b~-f(a)=0

b) %—I; (a, b) = —g—{c (a) invertierbar

Satz 2 und 3 = [offene Umgebung V' von b und offene Umgebung U’ [0 U von a
und genau eine stetig differenzierbare Abbildung g : V' - U’, so dass

0=F(g(y).y)=y-r(g(y)) OV
- f(g(y)=y yov
Da f'stetig, ist £~ (V') offen
SeiW:=U"n (V') offene Umgebung von a
Behauptung: W - V' bijektiv
Beweis: DzZ. f:W - V' surjektiv
Sei yO V'
Seix:=g(y)OU’
Wegenf(g(y)) =yOV'istg(y)O (V')
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=x=g(y)0U n f(V)=W
f(x)=r(g(v))=y
2)z.Z. f:W - V'injektiv
Istf(xl) = f(xz) =y mitx,,x, W
z.2. x, =X,
= F(xl,y) = F(xz,y)
Wegen der Eindeutigkeit der Funktion g in Satz 2
=X =X,
Da f bijektiv, ist g die Umkehrabbildung von f

1=2) = U 8) )2 (e )

dy dy 0x dy
3 ) 9 ()"
=5, 1) =5, (& (0))
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