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R?* - R?
Beispiel: f :{

) stetig differenzierbar
(x, y) - (e" cos y, e’ sin y)

(a—f(x,y)j= ¢ c?sy e SRy invertierbar 0(x, y) OR?
Ox e'siny e*cosy

af — X . p— X
det(a—x(x,y)j—e (COSZ y +sin’ y) =e* %0
Aber: fnicht global bijektiv, denn f (x,O) =f (x,2lT)

Anwendung 3:  Extrema mit Nebenbedingungen
Langrange Multiplikatorenregel:

SeiU [ R offen
fU-R stetig differenzierbar
h:U > R

Sei M ={x0U|n(x) =0}

SeiaUM mitgradh(a) z0

Angenommen: fbesitzt in a ein lokales Maximum (bzw. Minimum)

mit der Nebenbedingung 4 =0
(d.h. OUmgebung V 1 U von a, so dass f (a) > f (x)

(bzw. f(a)< f(x)xOV M)
= [MOR, so dass gradf(a) =A gradh(a)
A heiflit Langrange-Multiplikator

Beweis: (Ea—h (a) # 0 (sonst Umnummerierung der Koordinaten)
X

Zur Abkiirzung: Setzea =(d',a,) wod' =(a,,...,a,_,)
Satz 3= Ooffene Umgebung V' O R""'vond'
Ooffene Umgebung V"' D Rvona,
mit V'xV" O U
und stetig differenzierbare Funktionen g : V' - V",
sodassM n (V'xV") ={x OV xv" ‘xn = (g (e, ))}

Also: h(xl,...,xn_l,g (xl,...,xn_l)) =0 OV’
Kettenregel: =
—a_h a_h g ! ] — —_
0=t o)+ 2 (a)%(a) Oi=1.n-1
V' - R
Betrachte: F': (x') |—>f(x',g(x'))

S Xy

fbesitzt nach Annahme in a ein lokales Extremum
= F besitzt auf V' 0 R"'ina’ ein lokales Extremum
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§5 Satz 3:Z—F(a') =0 0i=1,...,n~1

X,

=S )= )+ 2 ) o

Sei ;:"i(a)("_h(a)j_l OR |

Ox,

Zusammengenommen: grad f (a) = A grad h(a)

Praktische Losung der Extremalaufgaben

Betrachte das System von n +1-Gleichung

ai+/1a—h=0 i=1,...n
%4 Ox, Ox, Langrangesches Gleichungssystem
h (x) =0

in dern +1Unbekannten x,,...,x,, /A
(Man erhilt, indem man die partielle Ableitung von F (x, )l) =f (x) +Ah (x) gleich O setzt)

1. Schritt:  Loése %
Jeder Punkta =(a,,...,a,) OR", so dass 1 OR mita,,...,a,, A 16stk,

so dass zusitzlich grad h(a) £0

steht in Verdacht, Stelle eines lokalen Extremums mit Nebenbedingung 4 zu sein.

2. Schritt:  Priife ob a lokaler Extremalpunkt mit Nebenbedingung 4 von fist.
Die einzige Stellen, die aulerdem noch Extremalpunkte mit Nebenbedingung A
sein konnen sind die Losungen des folgenden Gleichungssystems:

**:{h(x)=0

grad h (x) =0

3.Schritt:  Lose ¥okund iiberpriife, ob die Losungen Extremalstellen mit Nebenbedingung
h von f sind.
Beispiel:  SeiM ={(x,y)OR’[x*+)* =1}
also h(x,y) =x"+y’ -1
fry)=x0
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Aufgabe: Bestimme die lokalen Extrema von f auf ganz M
gradh = (2x, 2y) # 0 auf ganz M

SeiF(x,y,/]) = f(x,y)+/]h(x,y) =x3+A (x2 +y’ —1)
Langrangesches System:

oF
+24 ==—=0 (I
y+2Ax o (1)
oF
+2A =—=0 (1I
% {x+2Ay . (1)
oF
‘+yi-1 =—=0 (1
Y o) (111)
xy+2Ax* =0 (1)
- xy+2Ay° =0 (th)
2Ax% —2Ay?
A20 = x* =y’
2+ 2
= %% vy
2x2 -1
:>X:+L y:+L
2] NG

16sen¥
LS PR D S T i
1wl 55
1) I 1 )_ 1
w55
Da M kompakt und f : M — R stetig, so nimmt f auf M nach §1 Satz 19

sein Maximum und Minimum an.
= Dort sind die lokalen Extremalstellen mit Nebenbedingungen / von f .
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§ 7 Integrale mit Parametern A

Y é(v)
Sei / {[a,b]xR R .
eif: stetig
(v.3)> £ (x3) /'

Betrachte: ¢(y) = j.f(x,y)dx

Frage: Wann ist @ stetig, differenzierbar etc...?

Hilfssatz:  SeiU [J R™ beliebig
[a,p]xU - R

! ‘{(x,y)w(x,y)

|
Folge von Punkten in U mit %im (yk ) =c UU

. f definiert
stetig

Sei weiter( Ve ) .

[a,b] - R

= Die Funktionen F; :
x— f (x,c)

Beweis:  § 1 Satz 14 = Q:={y, [k ON} O{c} O R" ist kompakt
= [a.b]*Q O R""' kompakt
§ 1 Satz 20= f[a,b]xQ - Rist gleichmaBig stetig

Seige >0
z.Z. DVDN,sodass‘F(x)—Fk(x)‘<£ Dxl][a,b], k=N

Da f ‘[a,b] x Q gleichmaBig stetig [10 >0, so dass
[f (xy)=f(x.y) <€ O(x.y), (¥, y)0[a.0]x0
mit|(x, y) =(x', )| <&
Da%ifgykZC I:NDN,sodass”c—yk”<5 Ok=N
Ok 2 Nistalso: |f(x.c)=f(x.y,)| <& OxO[a,b]
= ‘F(x)—Fk(x)‘<€ EIxEI[a,b]
= F, gleichmiBig konvergent gegen F auf [a,b]

Satz 1: Sei U [J R" beliebig
[a.b]xU - R

stetig

'{(x,y) = f (%)

FiiryDUseig)(y):jf(x,y)dx

@:U - Rstetig
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Beweis:

Seic U beliebig
y, dU mit%im Y =c¢

2Z.lim¢(y,)=4(c)
WieobenseiF( ) f(x yk), F(x)=f(x,c)

Also: ¢ yk J-F (x

HS= ( ) konvergiert gleichmifig gegen F auf [a b]

b
Analysis [ = hm¢(yk = hmJ.F dx jhmF dx = J.F(x) dx

=¢(c)
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