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Beispiel: 
( ) ( )

2 2

:
, cos , sinx x

f
x y e y e y

 →
 →

ℝ ℝ
stetig differenzierbar 

  ( ) cos sin
,

sin cos

x x

x x

e y e yf
x y

x e y e y

 −∂  =   ∂   
invertierbar ( ) 2,x y∀ ∈ℝ  

  ( ) ( )2 2det , cos sin 0  
x xf

x y e y y e
x

∂  = + = ≠ ∂ 
 

 Aber: f nicht global bijektiv, denn ( ) ( ),0 ,2f x f x π=  

 

Anwendung 3: Extrema mit Nebenbedingungen 

 Langrange Multiplikatorenregel: 

  Sei �
U ⊂ ℝ offen 

   
:

:

U

U

f

h

→
→
ℝ

ℝ
stetig differenzierbar 

  Sei ( ){ }: 0UM x h x= ∈ =  

  Sei a M∈ mit ( )grad 0h a ≠  

 Angenommen:  f besitzt in a ein lokales Maximum (bzw. Minimum) 

   mit der Nebenbedingung 0h =  

   (d.h. ∃ UmgebungV U⊂ von a, so dass ( ) ( )f a f x≥  

   (bzw. ( ) ( )f a f x≤ ) Vx M∀ ∈ ∩ ) 

   λ⇒ ∃ ∈ℝ , so dass ( ) ( )grad gradf a h aλ=  

  λ  heißt Langrange-Multiplikator 

 

Beweis: ( ) 0
n

h
a

x

∂ ≠
∂

Œ (sonst Umnummerierung der Koordinaten) 

 Zur Abkürzung: Setze ( ), na a a′= wo ( )1 1,..., na a a −′ =  

 Satz 3⇒ ∃ offene Umgebung 1
V

n−′ ⊂ ℝ von a′  

         ∃ offene UmgebungV′′ ⊂ ℝ von
n

a  

       mitV V U′ ′′× ⊂  

   und stetig differenzierbare Funktionen :V Vg ′ ′′→ , 

   so dass ( ) ( )( ){ }1 1,...,V V V V
n n

M x x g x x −′ ′′ ′ ′′∩ × = ∈ × =  

 Also: ( )( )1 1 1 1,..., , ,..., 0 Vn nh x x g x x x− − ′= ∀ ∈  

 Kettenregel: ⇒  

   ( ) ( ) ( )0 1,..., 1
i n i

h h g
a a a i n

x x x

∂ ∂ ∂ ′= + ⋅ ∀ = −
∂ ∂ ∂

 

   Betrachte: ( )
( )

( )( )
1 1,...,

: ,

V

n
x x

F x f x g x
−=

′ →

 ′ ′ ′


ℝ

֏  

   f besitzt nach Annahme in a ein lokales Extremum 

   F⇒ besitzt auf 1
V

n−′ ⊂ ℝ in a′ ein lokales Extremum 
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   §5 Satz 3 ( ) 0 1,..., 1
i

F
a i n

x

∂ ′⇒ = ∀ = −
∂

 

   ( ) ( ) ( ) ( )0
i i n i

F f f f
a a a a

x x x x

∂ ∂ ∂ ∂′ ′⇒ = = + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂

 

   Sei ( ) ( )
1

:
n n

f h
a a

x x
λ

−
 ∂ ∂= ∈ ∂ ∂ 

ℝ  

   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 1,...., 1

i n i

i i i

f f g
a a a

x x x

h g h
a a a i n

x x x
λ λ

∂ ∂ ∂= − ⋅ =
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂′= − = ∀ = −
∂ ∂ ∂

 

   und ( ) ( )
n n

f h
a a

x x
λ∂ ∂=

∂ ∂
 

 Zusammengenommen: ( ) ( )grad gradf a h aλ=  

 

Praktische Lösung der Extremalaufgaben 

 

Betrachte das System von 1n + -Gleichung 

 

( )

0 1,...,

0

i i

f h
i n

x x

h x

λ∂ ∂ + = =∂ ∂
 =

 Langrangesches Gleichungssystem 

 in der 1n + Unbekannten 1,..., ,
n

x x λ  

(Man erhält   , indem man die partielle Ableitung von ( ) ( ) ( ), :F x f x h xλ λ= + gleich 0 setzt) 

 

1. Schritt: Löse 

 Jeder Punkt ( )1,...,
n

na a a= ∈ℝ , so dass λ∃ ∈ℝmit 1,..., ,
n

a a λ löst   , 

        so dass zusätzlich ( )grad 0h a ≠  

 steht in Verdacht, Stelle eines lokalen Extremums mit Nebenbedingung h zu sein. 

 

2. Schritt: Prüfe ob a lokaler Extremalpunkt mit Nebenbedingung h von f ist. 

Die einzige Stellen, die außerdem noch Extremalpunkte mit Nebenbedingung h 

sein können sind die Lösungen des folgenden Gleichungssystems: 

  
( )

( )
0

:
grad 0

h x

h x

=


=
 

 

3.Schritt: Löse       und überprüfe, ob die Lösungen Extremalstellen mit Nebenbedingung 

h von f sind. 

 

Beispiel: Sei ( ){ }2 2 2, 1M x y x y= ∈ + =ℝ  

 also  ( ) 2 2, 1h x y x y= + −  

  ( ),f x y x y= ⋅  
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 Aufgabe: Bestimme die lokalen Extrema von f auf ganz M 

   ( )grad 2 , 2 0h x y= ≠ auf ganz M 

   Sei ( ) ( ) ( ) ( )2 2, , : , , 1F x y f x y h x y x y x yλ λ λ= + = ⋅ + + −  

   Langrangesches System: 

    

( )

( )

( )2 2

2 0

2 0

1 0

F
y x I

x

F
x y II

y

F
x y III

λ

λ

λ

 ∂+ = = ∂
∂ + = = ∂

 ∂+ − = = ∂

 

   

( )
( )

2

2

2 2

2 0

2 0

2 2    

xy x I x

xy y II y

x y

λ

λ

λ λ

+ = ⋅

− + = ⋅

−

 

   2 20  x yλ ≠ ⇒ =  

    

2 2

22 1

x y

x

 +
⇒ 

−
 

    
1 1

,
2 2

x y⇒ = ± = ±  

    

1 1

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
, , , , , , ,

2 2 2 2 2 2 2 2

lösen

λ λ=− =

       
⇒ − − − −       
       ����������� �����������

�����������������������

 

   

1 1 1 1 1
, ,

22 2 2 2

1 1 1 1 1
, ,

22 2 2 2

f f

f f

   = − − =   
   

   − = − = −   
   

 

  Da M kompakt und :f M →ℝ stetig, so nimmt f auf M nach §1 Satz 19 

sein Maximum und Minimum an. 

   ⇒Dort sind die lokalen Extremalstellen mit Nebenbedingungen h von f . 
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§ 7 Integrale mit Parametern 
 

Sei
[ ]
( ) ( )

,
:

, ,

a b
f

x y f x y

 × →



ℝ ℝ

֏
stetig 

Betrachte: ( ) ( ), dx

b

a

y f x yϕ = ∫  

Frage: Wann istϕ stetig, differenzierbar etc...? 

 

Hilfssatz: SeiU m⊂ ℝ beliebig 

 
[ ]
( ) ( )

,
:

, ,

Ua b
f

x y f x y

 × →



ℝ

֏
stetig 

 Sei weiter ( )k k
y

∈ℕ
Folge von Punkten inUmit ( )lim  Uk

k
y c

∃

→∞
= ∈  

  ⇒Die Funktionen
[ ]

( )
,

:
,

k

a b
F

x f x c

 →



ℝ

֏
 

 

Beweis: § 1 Satz 14 { } { }: m

k
Q y k c⇒ = ∈ ∪ ⊂ℕ ℝ ist kompakt 

 [ ] 1, m
a b Q

+⇒ × ⊂ ℝ kompakt 

 § 1 Satz 20 [ ],f a b Q⇒ × →ℝ ist gleichmäßig stetig 

 Sei 0ε >   

 z.Z. N∃ ∈ℕ , so dass ( ) ( ) [ ], ,   
k

F x F x x a b k Nε− < ∀ ∈ ∀ ≥  

 Da [ ],f a b Q× gleichmäßig stetig 0δ∃ > , so dass 

  ( ) ( ), ,f x y f x y ε′ ′− <   ( ) ( ) [ ], , , ,x y x y a b Q′ ′∀ ∈ ×  

       mit ( ) ( ), ,x y x y δ′ ′− <  

 Da lim   
k

k
y c N

→∞
= ∃ ∈ℕ , so dass kc y k Nδ− < ∀ ≥  

 k N∀ ≥ ist also: ( ) ( ) [ ], , ,
k

f x c f x y x a bε− < ∀ ∈  

    ( ) ( ) [ ],
k

F x F x x a bε⇔ − < ∀ ∈  

  
k

F⇒ gleichmäßig konvergent gegen F auf[ ],a b  

Satz 1: SeiU n⊂ ℝ beliebig 

 
[ ]
( ) ( )

,
:

, ,

Ua b
f

x y f x y

 × →



ℝ

֏
stetig 

 Für Uy ∈ sei ( ) ( ): , dx

b

a

y f x yϕ = ∫  

   :Uϕ → ℝ stetig 

 

( )yϕ

 definiertf

ba x

y
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Beweis: Sei Uc ∈ beliebig 

 U
k

y ∈ mit lim
k

k
y c

→∞
=  

 z.Z. ( ) ( )lim k
k

y cϕ ϕ
∃

→∞
=  

 Wie oben sei ( ) ( ) ( ) ( ), , ,  k kF x f x y F x f x c= =  

 Also: ( ) ( )dx

b

k k

a

y F xϕ = ∫  

  ( ) ( )dx

b

a

c F xϕ = ∫  

 HS ( )k k
F

∈
⇒

ℕ
konvergiert gleichmäßig gegen F auf[ ],a b  

 Analysis I ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim dx lim dx dx

b b b

k k k
k k k

a a a

y F x F x F x cϕ ϕ
→∞ →∞ →∞

⇒ = = = =∫ ∫ ∫  


