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Hilfssatz 2:

Beweis:

Beweis:

I,J U R kompakte Intervalle
f:Ix]J - Rstetig, im 2. Argument stetig partiell differenzierbar

yk - C, yk DJ, yk ¢C, CDJ

f(xn)=f(xe)
Y T€
F(x) :sz(x,c)

Definiere: F, (x) =

Dann konvergiert F, aufI gleichmifBig gegen F.

Seie>0
D,f: M - Rist stetig auf kompakter Menge, also gleichmifig stetig, d.h. es

gibt ein J > Omit‘sz (x,y)=D,f (x, y')‘ <e OxOL y,y'0J, mit|y-y|<d %
x fest, 1-dimensional
MWS = Uk [, zwischen c und y, mit F, (x) =D,f (x,/]k)

IN: Je-y|<d Dk=N
=|c-n|<d Ok=N
:\F(x)—Fk(x)\:\sz(x,c)—sz(x,/yk)\ﬁg k01, Ck=N
= F, - F gleichmiBig konvergent

I,J U R kompakte Intervalle
f:Ix]J - Rstetig, im 2. Argument stetig partiell differenzierbar

Sei¢(y)::j(x,y)dx (yOI)

I

Dann ist@: J 0 T3 R stetig differenzierbar und es gilt:

¢'(y) IJ.sz(x,y)dx

¢,y,,F,, F wie in Hilfssatz 2 definiert.
Yok = F, - F gleichmiBig

=F(x)
i 202)=0(¢) =1imjf(x’y")_f(x’c)dx=
eyt ke g
o (fey) = fxe)
_llgv! v —c dx—_]!.sz(x,c)dx

= ¢'(c) existiert und ist gleich [ D, f (x,c) dx
I

Nach Satz 1 ist@' stetig, da D, f aufx ] stetig ist
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Beispiel 1: J.xexp(x)dx =?
0

0

Beispiel 2: SeiU:= { xOR”
y= (v1 ..... vn) ;U - R"ein stetig differenzierbares Vektorfeld.

x|| < r} eine offene Kugel um 0 mit Radius » >0 und

Frage: Ist v ein Gradientenvektorfeld, d.h. gibt es eine stetig differenzierbare
Funktion f : U - Rmitgradf =v (AlsoD,f =v)?

Existiert f, so gilt offenbar:
Dy, =D,D,f DD.f =Dy, %

f2- mal stetig
differenzierbar

Die Bedingung¥ ist also notwendig, aber ist sie auch hinreichend fiir die

Existenz von f?
Sei X erfiillt.

n 1
Definiere: f:U - Rdurchf(x) ZZXZ.J-VI. (tx) dt x0U
0

i=1
Behauptung: D, f=v,

Beweis: Djf:Zn:xDJUv 1x dtj+2(Dx)[jvi(tx)dt:

0 i=l 0
—z J.IEQDv)txdt+J. tx dt

d d
Ferner: a (tvj (tx)) =v, (tx) + a v, (tx) =

=v, (1) +120(D, ) (1) =v, (o) +1D5(D,3 ) (1)

HDI =
=D f= j%(wj () dt = 1, (i) =, ()

Hilfssatz des
Integrals
0

Insbesondere:  Ein auf einer offenen Kugel U [J R stetig differenzierbares
Vektorfeldv: U — R”ist Gradient einer stetig differenzierbaren

Funktion f : U - R genau dann, wennrotv = (3) auf U gilt.
0
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Doppelintegrale
Sei f :[a,b]x[c,d] - R stetig

b
Satz 1 = F(y) =jf(x,y)dx ist stetig auf[c,d]

d db
= jF (y) dy = jj f (x, y) dx dy ist definiert und heiflt Doppelintegral.

c c a

d b b d
Frage: Gilt stetsfjf (x,y)dx dy = ij (x,y)dx dy ?

[2

d b

b d
Fiir jede stetige Funktion f gilt stets .”f (x, y)dx dy = .”f (x, y)dx dy

1 C

Beweis: Sei¢:[a,b] - R, ¢(y) :=fﬁf(x,t)dt}dx

[ ——

HDI= stetig differenzierbar

Es gilt: ¢(c) =0

b y b
Satz 2= ¢ differenzierbar mit¢'(y) = jaijf(x,t)dtdx = [ f(xy)dx
a y c a

db

d bd
= _”f(x,y)dxdy =I¢'(y)dy = ¢(d) =_”f(x,y)dxdy
ca ¢ ac ]
#'(y)
Bemerkung: i) Analog fiir n-fache Integrale
i1) Die Voraussetzung ,.f stetig* ldsst sich deutlich abschwichen, wenn man

einen leistungsfahigeren Integralbegriff nimmt (Satz von Tonelli)

Eulersche Differentialeleichung und Variationsrechnung

Situation: I= [a,b] Ll R kompaktes Intervall
L:TxRxR - R 2-mal stetig partiell differenzierbar
(t, y,p) > L(t, v, p)
e [a, b] Vektorraum aller 2-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf [a, b]
K:={¢D82[a,b]‘¢(a)=cl,¢(b)=cz} ¢,c, R
Definiere: S:K - R

¢Hi[L(t,¢(t),¢'(t))dt

Problem:  Finde ¢ K mitS(¢) = inf S (v)
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Beispiel: A
C2 _________________ |
[}
[}
|
[ |
1 .
! ! Welche Kurve von (a, G ) nach (b, c, ) hat die
] [}
] [}

> kleinste Bogenldnge?

b
Nehme L(1,y, p) =/1+p* = S(¢#) = I,/l +¢'(t)2 dt =Bogenlinge der

a

Kurvet — (t, @ (t)) =Min

Notwendig fiir § (¢) = 4i{gﬁ S (l//) ist

(iDgL(z,¢(t),¢'(t))j -D,L(1.9().¢' (1)) =0

dt

Beweis:  Seig OKmitS(¢)<S(¢) OpOK
ranlcs [a,b], g (a) =g (b) =0 (,,Testfunktionen*)
= @+eg UK OeOR
= S(g)<S(p+eg) DeOR
SeiF(é‘) :=S(¢+£g)
F:R - Rhatiné& =0ein Minimum

dF |, \ _

:E(O) =0
dF ¢ 0 .
——(e)=] - L(r.g(r)+eg(r).0'(1) +eg'(r))de |7
fe :!65 J.DlL(...)g'(t)dt =

= [D,L() (1) +D,L () &' (1) dt ooy (=D

OF f : d A

0=,=0= J'DZL(t,¢(z),¢ (1))g () —g(t)aDSL(t,¢(t),¢ (1)) dt

a

SD.L(1(1)./(1)) = DL(B(1).8 (1)) =0
Hilfssatz 3: Seia <b, f [a,b] - R stetig

Es geltefg(t)f(r)dt =0  OgO¢’[a.b], g(a)=g(b)=0

a

Dannist f =0.
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