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I= [a,b] U R kompakt mit
L:I1xR - R2-mal stetig differenzierbar

(t,y,p) - R
Cz[a,b]
K={¢DC2[a,b],¢(a)=cl,¢(b)=c2}
S=K-R

¢ - JO'L(t,¢(t),¢’(t))dt

Hilfssatz 3: Seia<b, f :[a,b] — Rstetig

Es gelte: [ £()g(1)dt=0  Og0C*[ab]mitg (a) = g (5) =0

a

Beweis: Es geniigt f (t) =O0fiirt D[a,b] zu beweisen.
Angenommen: f (t) # 0 fire D]a,b[ , Ee=Ff (t) >0
Dann existiert & >0 mitU (x, 5) O ]a,b[
und f (x) z e firxOU (#,9)
Sei g 0C*[a,b] mitg (1) >0,g(x) =0, fallsxOU (¢,0)
g(x) 20ﬁirxDU(t,5)

OZEf(x)g(x)dx =j:f(x)g(x)dxZgjjg(x)dx >0?§
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Zuriick zum Beispiel:

2 TN
>

Y

@: [a,b] - R stetig
t> (1.¢(r)) Kurve

L(t, v, p) =1+ p’

D,L=0, D,L =0, D,L=—2~

#(1)

Euler: i— =0

= ¢" (1)

1+¢' (1)

=¢"(t)=0

=¢ (t) =mli+c,

Das legt ¢ fest

@ beschreibt die geradlinige Verbindung zwischen (a, cl) und (b, cz) .

§ 8 Existenz und Eindeutigkeitssatz

Definition: SeiG ORxR™und f:G - R stetig
Dann heif3t y(") =f (x, VoV oo y("_l))

ein System aus k Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Eine Losung hiervon ist eine auf einem Intervall definierte Funktion
¢:1 — R"n-mal stetig differenzierbar, mit folgenden Eigenschaften:

i) Die Menge{ y, =" (x)‘(x, Yoseors Yoot ) DI XR™,0<v <11 —1}
ist in G enthalten.

ii) Es gilt¢(") (x) = f(x,¢(x),¢'(x),...,¢("_l) (x)) OxO1 .
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Beispiel: k =1, d.h. eine DGL n-ter Ordnung, n =2
y'= f(x, y,y'), G =RxR’?
DGL z.B. y" = y hat als Losungen z.B.
y g(x)=e (1 =R)} erfiillen die
2) @ (x) =e"

Bedingungen

Einfachster Fall: n =k =1 fhéngt von x ab.
Y =f(x)%
Ist F eine Stammfunktion von f, so gilt:
F'= £, alsoist F eine Losung von %
Reduktion aufn =1
Eine DGL n-ter Ordnung lisst sich auf ein System von DGL  1.0rdnung

Zuriickfiihren.
n— ] (n-1)
y f(x’y’y7""y
—> |y =y, [y, =0 te Ableitung]|

System aus n y1' =)

Gleichungen

1.Ordnung y;_l =f(X, Yoo Yiseeos yn—l)

9,

-~ Losungg =| :

‘: ¢n—l

“» Losung @,
y

) . Y
Losung y ------------- » Losung ¢ =| .

i

Daher darf man sich fiir theoretische Uberlegungen auf Systeme von
Differentialgleichungen 1. Ordnung beschréinken.

Bemerkung: (Zur Terminologie)

Gewohnliche DGL: Losungen ¢ hiingen nur von einer Variablen x LR ab.
(In Analysis II angeschnitten)

Partielle DGL: Losungen hiangen von mehreren Variablen ab.
(nicht in Analysis II)

Definition: SeiG JRxR“und f:G — R"eine Funktion.
f geniigt einer Lipschik-Bedingung mit Konstante L,
falls fiir alle (x, y),(x,5)0G

| ()= 7 (x.7)| < LTy - 7] gile
[ gentigt lokal einer Lipschik-Bedingung, falls es zu allen (a,b) UG eine
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Umgebung U von (a, b) gibt, so dass fin G n U einer Lipschik-Bedingung mit

einer Konstanten L;; geniigt.

SeiG O RxR*offen und f : G — R"eine bzgl. des 2. Arguments stetig

partiell differenzierbare Funktion.
Dann geniigt fin G lokal einer Lipschik-Bedingung.

Beweis: Sei(a,b)DG
Es geniigt ein 7 >0 mit V ={(x,y) ORxR* Hx—a| <rly-b|< r} 0G

V ist eine kompakte Umgebung von (a,b) .

Alle Eintrage der k x k —Matrix g—f sind stetig.

Y

\(x,y)DY}mo

MWS= [/ (63) = £ (= I OLly=5]  O(x9).(x )07

= L=sup {Hgi(x, y)
y

(Eindeutigkeitssatz)
SeiG ORxR“und f:G — R"eine stetige Funktion, die lokal einer
Lipschik-Bedingung geniigt.

Seien @,y : I — R* zwei Losungen von der DGL y = f (x, y)
¢(a) =t/J(a) fiir eina 01, so folgt:
= ¢(x) :l//(x) CxO1

Beweis: 1.Behauptung: [>0, ¢ (x) =y (x) fiir alle x D[a -&,a+ €] n I gilt:

¢'(x)=f(x,¢(x))} NPTV TRV
V=1 (0] b (x)-w(x) !(f( ......... ))

flokal Lipschik= [00 >0, L mit
Hf (r.0(2))-f (tgl/(t))” <L|g(t)-w ()| firtDfa-d.a+d]nl

=[o()-p (=7 (-00) = ()]

SL[‘]EHq)(t)—(//(t)Hdt T
s () =sunfl ()9 ()] | -el<le-a} R
FﬁrfDImit|f—a|S|x—a|Sdgilt: | l | | |
H¢(€t) —W(E)H SLOE-d M(&)<LOx-daM(x) (fnaiireiklelner)
= M (x) < LOx-da|M ()

Seie = min{é',%} und|x—a| <€
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= M (x)<LEM _(f)s%M(x) — M (x)=0

:>¢(x) =¢/(x) fﬁrxD[a—E,a+€] ni

2.Behauptung: ¢ (x) =y (x) firx>a, xOI

Sei x, =sup{£DI‘¢ (e =¥ [M,]}
Falls x, =sup/ = fertig
Sonst ist¢(x1) :(//(xl) ,da¢g (x) :(//(x) fiira < x < x,und @, stetig

Nach der 1. Behauptung gilt dann
1y (x) =y (x) in einer Umgebung von x, <Q\zur Definition von x,
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