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Hier fehlt leider noch der Anfang — wird noch verm. bis zum
Deutschland-Holland-Spiel nachgetragen™g*

Beweis:

Da G offen [ >0, so dass
v={(x.y) DRxR"™ y-b|sr}0G
und so, dass fauf V einer LB geniigt, d.h. [LL >0, so dass

|x—a|s r,

[f(e3)=r(en)stls=>]  B5).(xy)0V
DaV kompakt und f stetig
:WZO,SOd&lSSHf(x,y)HSM O(x,y)OV

Seie = min(r,ﬁj und/ := [a —-&,a +£]

Aus HS der DIR folgt: Aquivalent sind fiirg: I — R":
a) ¢ geniigt der DGL (1) mit AB¢(a) =baufl

= ¢'(x)= 1 (x.(x)) mitg(a) =b
b) #(x) :b+ff(t,¢(z))dt

Zur Losung von b) wende das Iterationsverfahren von Picard-Lindelof an.

Seig, (x)=b  OxOI

Seik 20
Angenommen: @, : I — Rist definiert

I - R

P (g ()= #] £ (1 (1))

Behauptung:  Die Folge (¢k ) (o 1St wohldefiniert auf 7 und konvergiert dort

gegen eine Losung von 1) mit AB.

Beweis: Um zu zeigen, dass @, ,, wohldefiniert ist, geniigt es zu zeigen:
| (x)-b|=r Ox07,0kON

Beweis durch Induktion:
L k=0 [p-b|<r
II. Seik=0
Angenommen Behauptung bewiesen fiir @,
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o (0) =t = o+ [ 1 (1.9 (1)) at -0
f (1.8, (1))] at < jMdt M (k-d|= MB‘<MEI— r
| _ k+1
Behauptung: b (x) -0, (x)” <M OxO1

(k+1)!

Beweis (Induktion nach k):

L k=0 =g (x)-¢ ()| :Hj £ (10 dt

0+1
x4

(0+1)!

SM|x—a|:M 1’

II. Seik =1und die Behauptung bewiesen fiirk —1

ORI E j( (8. (1)) = £ (1., (1)

)£ ()

<

. K
20 Mdt
) k!

<|f . (). (o<

k+1

_ ML} e | |ME |x=a] | _
R i(t_a) W o |7
k+1

L lxed]

(k+1)!
Also: ZH% ¢k ; H_

k=1 k=1

konvergente Majorante
= i (¢k (x) -9, (x)) konvergent gleichméBig auf 1.

= ¢(x)=limg, (x —”b+;(¢k -9, (x))

k — 0

ist auf 7 stetig differenzierbare Abbildungg@:7 — R".
Uk ON,Ox 01 ist

|7 (20 ()~ (.0 ()] < LIp ()2, (4)
= %ifgf (x, @, ( )) (x ¢( )) gleichmiBig auf /
Def.= ¢(x) =lim¢,., (x) :b+f£ifgf(z,¢k (£))dt :b+jf(t,¢(t))dt

(@)= (v)
=b = Behauptung
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Beispiel:  G=RxR,y = f(x,y)=2xy
Suche Losung ¢ mit AB @ (O) =pOR

In diesem Fall istg,,, (x) =b+ ZJ- tg, (¢)dt
0

4 6 2k
X

X X
Behauptung: ¢, () =b(1+x2 +E+§+'"+ﬂj Ok =0,0x0OR

Beweis (Induktion nach k):

x2[0
I. k=0 :>¢0=b:b(wj

II: Seik =0: Angenommen Behauptung bewiesen fiir ¢,
Bi (x) =b+2[ 18, (1) dt
0
1A Ry 4 6 2k
:b+2bj't e+l g
0 21 3! k!

X2 x4 X6 xS x2k+2
=b+2b| —+—+ + +..+ =
2 4 26 31 k'{2k +2)

=b 1+x2+x—4+x—6+x—8+...+—)62k+2
2 31 4 (k+1)!

=p2" OxOR

= limg, (x) :y}gbg x:' :b;xj
@ (x) =b 2" 15st die DGL (1) mit AB@(0) =b

denn ¢’ (x) =2bxe" =2x¢p (x)

SeiG OR"™, f:G - R stetig

¢(") =f (x, v,y y("_l)) (1) eine DGL n-ter Ordnung

f geniigt lokaler Lipschitz-Bedingung: <
Uz UG LUmgebung U = U(z) und LUR, , so dass

7 (x7)=f(xY)sL|f-¥] D(xy),(x¥)0UNG

Y= (e ¥ ) ¥ = (Fgoo0 Fmt)

Korollar: ~ SeiG O R"" offen, f :G — R stetig, f geniige lokaler LB
a) Eindeutigkeitssatz:
Seien @, : I — R 2 Losungen von (1)

Und fiir eina [ 7 gelte: ¢(a) :(/l(a)
¢'(a)=¢'(a)

#) (a) =4 (a)
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:¢(,\‘):(//(.x’) Cx 1

b) Existenzsatz:

Sei (a.b(,,...,b,_I ) UG gegeben

= [J¢ >0und eine L&Ssunggb:[a -&,a +£] S R

Beweis: Wandle (1) in ein DGL-System 1. Ordnung um und wende Eindeutigkeits- und
Existenzsatz an:

Yo =0

M=V

(D = (2)3:

Yoz = Yumi

Yo = f (x’ Yoseees yn—l)

a)  Nach Eindeutigkeitssatz sind 2 Losungen @,/ : I — R" von (2) mit
AB@(a) =W (a)gleich

Fiir (1) besagt das die Behauptung

Beispie: 1) y'=f(xyy)=-y G=R’
Losungen sind: @ (x) =sinx (denn (sin x)" =-—sinx)
®, (x) =Ccosx (denn (cos x)" =—cosx)

= ¢(x) = C1¢1 (x) +C2¢2 (x)
mit beliebigen Konstantenc,,c, UR ist Losung von (1)
Da ¢(0)=c¢,sin(0)+c,cos(0) =c,
¢'(0) =, cos(0)~c,sin(0) =¢,
istg (x) die eindeutig bestimmte Losung mit AB {¢,

¢ (O) =G
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