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§ 9 Elementare Losungsmethoden
a) DGL mit getrennten Variablen

Seil,J O R offene Intervalle
f:I - R, g:J - Rstetig

Die DGL y' = f(x) g () (1) heift DGL mit getrennten Variablen.

Angenommen: g (y) z0 UydJ
Losung in einpriagsamer Form:

L= r(x)e(v)

= i= (x)dx

g(»)
d = +const.
:IT};))—If(x)dx (2)

Lose (2)nach y auf: y= ¢(x) ist Losung von (1)

Seienx, U1,y,0J .

Seil' [0 1 ein Intervall um x,und F (1') O G(J)
=> [genau eine Losung

¢ IS R

von (1) mit AB@(x,) =y,

Bemerkung: Beachte, eine Lipschitz-Bedingung ist nicht vorausgesetzt.

Beweis: (i) Behauptung: Ist@':I' - Reine Losung von (/) mit¢(x0) =y,, so gilt:
2)  G(g(x))=F(x) DxOr
Beweis: ¢'(t) =f (t) g (¢(t)) OrOr

TN
eyl 0

Substitution (auf der linken Seite): u = ¢(t)

T frasr
=| flt)dt=F(x
et 8(0)

X0

G(¢(x))=

<>
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(i) Eindeutigkeit: DaG'’ ( y) =——7#0 [Uy0J,ist G streng monoton.

g(y)

= G besitzt stetig differenzierbare Umkehrfunktion H : G (J ) - R
2)= ¢(x) = H(F(x)) OxO1'
also ¢ eindeutig bestimmt durch (/) und AB.
(iii) Existenz:  Seig(x)=H(F(x)) CxOI
@ ist stetig differenzierbar mit¢(x0) =H (F (xo)) =H (0) =Y,
Definition von ¢ = G(¢(x)) =F (x)
=G'(4(x))¢'(x) = F ()
NI A

_ () =£(x)
2(¢(x))
=¢'(x)=1(x)s(4(x))
= Behauptung

Bemerkung: Die eindeutig bestimmte Losung ist also ¢ (x) =H (F (x)) , wo H die
Umkehrfunktion von G ist.

Beispiel:  y'=—=(1) mitABg(~1)=0
y

{RﬁR R, - R
I . 8t 1
X —x Yy —
y
= frar=-2 41 P
F(x)—:[tdt— St G(y)—JO'tdt—2

. 1 .
EsistF(-1,0)=|0,— |[OG|(R,).
S ist ( ,O) (O, 2) G( +)
EsistH (y) = /2y Umkehrfunktion von G aufG(Ri).

(dennHG(y) =H(y72} =y, GH(x) =G(\/§) =Xx)

Satz= ¢(x) = H(F(x)) = H(—%+%} =+/—x* +1ist Losung von (1)

mitg(-1)=0
b) Lineare DGLn 1. Ordnung

I O RlIntervall a,b:1 - R stetig

Definition: y'=a(x)y+b(x)heiBt lineare DGL 1. Ordnung. (/) heift homogen,

fallsb =0, sonst inhomogen.
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Seix, J/undbOR
= [genau eine Losung @ : I — R der homogenen linearen DGL
y =a (x) ymit AB @ (xo) =b,, nimlich

¢(x):bep[j;a(t)dt]

X0

Beweis: F (x, y) =a (x) y ist stetig partiell nach y differenzierbar

Satz = F geniigt lokaler LB
= Eindeutigkeit der Losung

P (x)= bexp{j“ a(t)dt}a(x)

X0

=a(x)¢(x)

= Existenz der Losung

Bemerkung 1: Man konnte auch Trennung der Variablen anwenden.

Bemerkung 2: @ (x) ist Losung auf ganz I.

Beispiel:  y' =2 mit AB y(1)=2
X

a (x) = %ist auf(O, 00) stetig

Allgemeine Losung ist @ (x) = constléxp ( I ﬁ] = constléxp (log x) = constlk
t
1

Wihle Konstante =2

Inhomogene lineare DGL y =a (x) y+b (x) (1)

y =a (x) v (2) heiit zugehorige homogene lineare DGL
Seig:1 - R Losung von (2)

Annahme: @ (x) #0 [UxUOI ((E sonst verkleinere 1)

= Eine beliebige Losung von (1) 146t sich schreiben als
Y (x) =¢ (x) [k (x) mit stetig differenzierbarer Funktionu :/ — R

Welcher Bedingung muss u geniigen, damit¢/ die DGL (1) 16st?

¢ (x)=¢'(x)u(x)-¢(x)u' (x)

a(x)gp(x)+b(x)=a(x)4(x)u(x)+b(x)
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wegen @' = ag gilt:

Y=ap+b < gu'=b u'=%

- u(x) = IMdH const

40

Satz (Variation der Konstanten)
Seil U RIntervall, ab:I — R stetig
=  Zu beliebigem x, L1/ und c JR gibt es genau eine Losung¢/: 1 - Rvon (1)

mit AB¢ (x,) =c, nimlichg (x) = ¢ (x) [Ec + .(Z((r[))dt},

Yo

wobei ¢(x) = exp(j. a (r)dt}

X0

,Durch Variation der Konstanten erhilt man partikulire Losung.*

Bemerkung: Allgemeine Losung von (2) ist von der Form ¢ [, (x)

Ansatz: (//(x) =u (x) (P, (x)

Satz 3: Seiyy, : 1 — Reine partikuldre Losung von (/). Die allgemeine Losung von (/)

hat die Form¢/ =, + ¢ wi ¢ allgemeine Losung von (2) ist.

Beweis: Yy=ay,+b @' =ap
SY =g+ =ap,+b+ap=a(y, +P)+b=ap +b

Beispiel: y' = (sin x) y+ (sin x) mit ABY (O) =0. I=R
1. Schritt: Bestimme allgemeine Losung der zugehorigen homogenen DGL.
y' = (sin x) y hat die allgemeine Losung:
¢(x) =cléxp j(sintdt =c Bxp(—cos x)
g
2.Schritt: Bestimme eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL.
Ansatz: ), (x) =u (x) [y (x) =u (x) [éxp (—cos x)
W, (x) = (sinx) ¢, (x) +sinx
o ¢(x) Bxp(—cos x) MHinx+u' (x) Bxp(—cos x) =
=sinx (x) Bxp(—cos x) +sin x

e u (x) =sin xexp(cos x)
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3. Schritt:

4. Schritt:

= u(x) = | sintexp (cos t) dt+c

—exp (cos x)

=, (x) =u(x)exp(cosx) =-1

Bestimme die allgemeine Losung von (7).

Satz 3: w(x) =-l+c Bxp(cos x)

Bestimme ¢ so, dass¢/(0) = 0ist.
0=¢/(0)=-1+clexp(-1)=-1+—

=c=e
Losung istw(u) =-l+e Bxp(—cos x)
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