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Die Differenzialgleichung y' = f (lj :
X

J U R Intervall
f:J - Rstetig
G:= {(x,y)D]R" xR ZDJ}

X
Definition: y' = f (lj heiflt homogene Differenzialgleichung.

X

I =R" Intervall
(xm yo) UG, x,01

Dann gilt:
¢:1 - RLosung von (1) y'(x,) =y,
Y:I- R, t//(x) I@Lbsung von (2) 7’ :%(f(z) —z)mit(//(xo)
Beweis: "=": Sei ¢ eine Losung von (/)
w(x)= 20
- #1100t
X X X X
1 (#(x))_¢(x) ) 1 B}
! ()2 sy ()00

Also ist { eine Losung von (2).
"O ": Sei ¢ Losung von (2), ¢(x) = xl//(x)
#'(x) = (x)+ ' (x) =
1
=y (x)+x—(f (@ (x)-¢(x) =

X

=f(w(x))=f{¢(’“)j

X

Also ist@ Losung von (7). [

Beispiel: DGLy =2+ auf R? xR
Xy

1

F(i)=i+t

t
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Izdz :jldx+C
X

%z2:lnx+C = z=%/2(lnx+C)
zuriick auf die Form (1): y = ix,/Z(lnx + C)

Differenzialgleichung der Form y" = f ( y) :

J ORIntervall, f:J - Rstetig, y" = f(y)
Aus der Physik y =O0rt eines Teilchens
y' = Geschwindigkeit
y" =Beschleunigung
x =Zeit
z.B. geladenes Teilchen im elektrischen Feld

Neue Bezeichnungen y~>x
xX~>t

Definiere Potential U (x) = —jf f (f ) dé

d*x _ dzx__d_U
a1 TR
Angenommen: xX= x(t) ist eine Losung
:>d2x£§+d—Ué13:0
de® dt  dx dt
df1(dxY _
:a(g(aj +U(x(t))J—O
= EOR: L[ & 2+U( (1))=E
20 dt
—_—
o (1)U (x(1)) = E
Insbesondere: E—U(x(t) >0 [t
U

Ferner: v(t) = i\/Z(E—U(x

)
o X(x)=£2(E-U(x()))

dt

Separierte Variablen G (x) =

.—ji d¢ =r-1,
wW2E-u(e)

Also: x(t) =H (t - to) , wobei H die Umkehrfunktion von G ist.
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2

Beispiel: ~ Harmonischer Oszillator CcllT); =-K

Anfangsbeschleunigung x (t(,) =0, i—’:(to) =v, >0

X

- (—K Df)df=§x2

9 0 (s{n)) =

Alsof{ xORU (x) < E} == {xDR

Wie oben:

O ey

E=

l\.)lr—‘

Vo . .
= ~Amplitude
VK
wi=+K ,Frequenz*

_tdE b dé 1% d¢ .
) !\/2(13—U(£))£\/x02—K{2 AW! 1_(5j2 e
A

2w

G(x

X
A
=>x= Asm( (t 0)

N—

Lt
=1-1 ——arcs1 (

§ 10(?) Lineare Differenzialgleichungen

Definition: 7 0OR
a, ... a

n

A= + . i S M(nxn,R) stetig, d.h. allea, : I — R stetig

Dann heifit y' = A (x) [ homogenes lineares Differentialgleichungssystem.

bl
Seib=|: |:I - R"stetig
b

Dann heifit y' = A(x) 3 +b(x) inhomogenes lineares

Differentialgleichungssystem.

Bemerkung: Man kann auch Komplexwertig arbeiten, also
M (n Xn, (C) statt M (n Xn, ]R) und C" statt R" nehmen (aber stets / LI R).
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Bemerkung:

Beweis:

Wegen C OR” ist ein System aus n komplexen Gleichungen #quivalent zu einem
System aus 2n reellen Gleichungen.
Einheitliche Darstellung: K =RoderK =C

I O R offenes Intervall
Al > M(nxn,K)
b:1 - Kstetig

Dann gibt es zu jedem x, [J/ und ¢ K" genau eine Losung ¢ : I — K" von
y' = A(x) y +b(x) mit der AB ¢(x0) =c

Losung existiert auf ganz /.
Das gilt bei allgemeiner DGL y' = f (x, y) nicht (Beispiel y' = y?).

Sei f (x, y) = A(x) y +b(x)
Zeige J U I kompakt= f erfiillt auf J X K" eine (globale) Lipschitz-Bedingung
Denn A stetig= L := sup{HA(x)H |x U I} < oo

=|f (o) = f (w3)=[A() (- 5) < L0y -]

§10, Satz 2= Losung ist eindeutig

Existenz mit Picard-Lindelof:

@, (x) =c
bualo) = [ (10, )

Behauptung: (¢k ) konvergiert gleichmifig gegen ¢ auf jedem kompaktem
Teilintervall J 0 I mitx, U J .
¢ 16st die DGL, ¢ (x,) = ¢

Beweis: K= sup{”¢1 (x)-¢, (x)” |x O J}

- [ e
Induktion = H¢Kﬂ (x) -y (x)” <K EJT xOJ

= @, — ¢ gleichmilig
Wie §10, Satz 3 (Picard-Lindelof) folgt, dass ¢ 16st DGL 16st.

#(x)=c

J war beliebig, 1148t sich durch kompakte Intervalle

J U I ausschopfen.

Nach der Eindeutigkeit (1.Teil) sind die zugehorigen Losungen
Fortsetzungen voneinander.

= Losung auf / existiert und ist eindeutig. [
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I U R offenes Intervall
Al - M (nxn,K) stetig

L,, =Menge der Losungen @ : I — K" der homogenen linearen

Differentialgleichung y' = A (x) K
Dann ist L,, ein n-dimensionaler K — Vektorraum.
Fiir@,,...,¢, UL, ist d&quivalent
i) @,....0, K-linear unabhingig
i) O, 07:¢,(x,),....& (x,) O K"linear unabhingig
i) Ox, O7:¢,(x,).-...4, (x,) DK" linear unabhéingig

Beweis: a) Behauptung: L,, ist Teilvektorraum des Vektorraums der

Funktionen/ - K"

iy odL,
ii) Seig,OL,

Dann giltg +¢ UL, , denn

(¢+) =¢ +@ = A(x)g(x)+ A(x)e (x)

= A(x) (¢ (x) e (x))

iii) SeigUL,

Dann ist fiir alle A DK

(A1) 0L, , denn(Ag) =A¢' - AA(x)(x) = A(x) Ag(x)

b) Es gilt: iii)) =ii) =1)
Nach zu zeigen 1) = iii)
Angenommen: @,,...,@, sind linear unabhéngig

Seix, 1. Wireng, (xo),..., @, (xo) linear abhingig, so gibe es
Ao A, DR mit A, (x,), s A8, (x,) =0
Betrachte: ¢ =A@, +...+ A @,
= ¢0L, mitg(x,) =0
auchOO L, mitg(x,) =0
Aber: Losung mit AB ist eindeutig.

Also: @ =0 (als Funktionen)
@,,...9, linear unabhingig= A,,...,A, =0 <Q}\zu 0:A 20
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