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c) Zu zeigen: dimL, =n

Seie,,...,e, die kanonische Basis des K"

Satz 1= 09,,....¢, UL, &, (xo) =e,

b) =4¢,,....¢, linear unabhingig
=dimL, =n

Annahme: ¢,,....¢,., (xo) UL, linear unabhéngig
b) =y, (xo) sl (xo) UK"linear unabhéngig

=dimL, <n

Definition: Ein Fundamentalsystem von Losungen der DGL y' = A (x) [J ist eine
Basis(@,,....#, ) des Vektorraums der Losungen L,, .
¢li ¢11 e ¢ln
Losungeng, =|: |in Matrix® =| : :

¢ni ¢nl ¢nn

Satz 2(¢i)linear unabhingig < [k, 07: detCD(xo)JtO
= [Ox,0I: det®(x,)#z0

Definition: det ® heil3t die Wronski-Determinante des Fundamentalsystems @ .
Jede Losung ¢ [ L, ldsst sich als Linearkombination der Basis schreiben:

p=cp +..+cp,
¢

p=0d, c=|:
c

n

Man kann auch @ als Losung auffassen:

' =(g,...4,), AD=(Ag,,...AP,)
="' =AD

Beispiel: wUR, DGL-System
yl’ ] _wy2 (yl J _(0 _Wj(yl j
bzw. =
}’2’ =wy Y2 W %

Losungen erraten: @, (x) = (COS wxj’ &, (x) = (_ sin ij

sin wx COS WX

. coswx —sinwx) .
FurqD(x) = . gilt: detqD(x) =1#0
sinwx  coswx

= @,, 9, linear unabhiingig
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Wie kommt man auf @,, @, ?

Methode firAOM (n Xn, K) konstant

1-dimensional: y=ay = y(x):exp(ax)

n-dimensional: y=Ay = y(x)=exp(Ax) ADM(nxn,K)
.. S| (0 —w

Dabei: exp(ar) =35 (4 _(W Oj

Ausrechnen von exp (Ax) :
1) A diagonalisieren

1
det()lEz_A):det( Vlvj:o o P +w? =0
-Ww

e A=%i0p
Eigenvektoren:

e s ()
e {22 )1

. . 1 G 1 -l
Transformationsmatrix7 =| , ' =—|
=i

w 0 4
A=T |T
0 =-iw

_7 EEexp (iwx) 0 ] 7!
0 exp (—iwx)
coswt —sinwt

=| sinwt coswt |[=®P
T 1
# ?,
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Inhomogene lineare DGL

I O RIntervall, A: 1 - M(nxn,K), b:1 - K stetig.

L,, =Vektorraum der Losung@: I — K"vony' = A (x) y
L, =Menge der Losungen{/: I — K"vony' = A(x) y +b(x)
Dann gilt fiir beliebiges¢, UL, : L, =, + L,

Mit anderen Worten:

Man erhilt die allgemein Losung der inhomogenen DGL als Summe einer
speziellen Losungen der inhomogene DGL und der allgemeinen Losung
der homogenen DGL.

Beweis: a) L UOy,+L,
Seiy UL, g =¢ -y,
¢ =y~ = Ax) g +b(x) = A(xh, ~b(x) = A(x) (¢ -4,)
=A(x)¢=¢0OL,
:waO+LH

b) LI Dwo +LH
Seig Oy, +L,,dh. g =y, +¢, 0L,
W=y + 4= A +b(x)+ A(x)g = A(x) (¢ +¢) +b(x)
= A(x)+b()
=>yUL, 0

(Variation der Konstanten)
Bezeichnungen wie in Satz 3

Sei® = (¢, s @, ) ein Fundamentalsystem der homogenen DGL y' = A (x) y.
Man erhilt eine Losung¢/ : I — K" der inhomogenen DGL

y=A (x) y +b(x) durch den Ansatzl//(x) =0 (x)U (x) , wobei

U : 1 - K"differenzierbar mit ® (x) U’ (x) =b (x) , d.h.

U(x)= [ (1)b(r)at+C

X0

Beweis: Ansatz:{y = ®U
=S¢ =0'U+dU’
=S¢ =AU + U’
AY+b=ADU +b

Also:¢)' = Agb = DU'=b 0
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. =- y 0
Beispiel: 7 Y2 bzw. [ ! J = ( j( J ( j
Y, =y tx Y2 !
o cosx -—sinx cosx sinx
Letztes Beispiel: @ =| ]
sinx cosx —8inXx COSX

o _[xsinx ¢ tsint

Eﬂb) (xcosx 1[ tcost
sin x —xcos x

Etwa: U(x):( J

cosx+xsinx

~u()=0()0 ()=}

. -X coS X —sin x
= allgemeine Losung ¢ (x) = ( j +¢ ( . j +c, ( j

1 sin x COS X

des inhomogenen Systems. (c,,c, OK)

Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Definition: [/ [0 RIntervall,aq, : I - K, 0<k <n—1stetige Funktionen.
Dann heiBt y") +a_ (x) YW+ +a, (x)y"+a,(x)y=0(1)
homogene lineare DGL n-ter Ordnung.

Ist auBerdemb: I — K stetig, so heif3it

W ta, (x) 50+, (1) y=b(2) 2)
inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung.

Bezeichnungen wie oben.
a) SeiL, die Menge der Losungen ¢ : I — K der homogenen Gleichung (7).

Dann ist L,, ein n-dimensionaler K — Vektorraum.

b) SeilL, die Menge der Losungen ¢ :/ — Kder inhomogenen Gleichung (2).
Dann gilt fiir beliebiges¢, LIL, : L, =, + L,

Ein n-Tupel @,,...,¢, 1L, von Losungen von (/) ist genau dann linear

unabhingig, wenn fiir ein (und damit fiir alle) x L1/
¢,(x)
8, (x)

die Wronski-Determinante W (x) =

verschieden von Null ist.
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Beweis: Reduktion wie in § 10 vorgefiihrt auf ein inhomogenes lineares
GL-System 1. Ordnung.

Yo =N
Y =y,

(3)

I

Y2 = Yua

o == ()3, ()3 b, (0)3,) 0 ()
Jede Losung von (2) entspricht einer Losung von (3) n.n.

Genauso fiir homogene DGL.
Alle Behauptungen folgen aus den Sitzen (2),(3) H

Beispiel: y'+2y'+y=0aufl/ =R

2 Losungen:
@, (x) =e", 9, (x) =x[é™
AL SOOI SO
@, (x) =e”

@, (x) =e " —xl™
g, (x)=-e"—e " +x2™
= ¢1’¢2 |]IJH

Frage: <¢| , ¢2> =L, ? (d.h. spannen @, , ¢, ganz L, auf: span (¢,.¢, = L, ))

Wronski-Determinante:
¢ X ¢ X -Xx L—é—x
W(x)=det 1,( ) 2,( ) =det e_x _xx .
8 (x) ¢, (x) —e" e -xle
=x@F+e —x@ =™ 20
= ¢,, ¢, bilden ein Fundamentalsystem von Losungen

= allgemeine Losung: ¢ (x) =ce " +e,xlé™, ¢,c, UK
Lineare DGLen 2. Ordnung und spezielle Polynome

Wir betrachten 3 DGLen mit polynomialen Losungen. Es sein [IN.
1) Legendresche DGL

(l—xz)y"—ny'+n(n+l)y=O (—l<x<1)

Legendre-Polynome

P(x)= 5 Eﬁdi} 1)

degP =n

= 2e " +xlé +2(e_" —x@_x)+xe_x =0
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2) Hermitesche DGL
y'=2xy'+2ny =0 (y DR)
Hermitesche Polynome

H,(x)=(-1)"¢" ( d j e

dx

degH, =n

3) Lagnerrsche DGL
xy"+(1—x)y'+ny =0 (x>0)
Lagnerrsche Polynome

L(x)=e [ﬁdij (ve)

X
degL =n

Die angegebenen Polynome 16sen die jeweilige DGL:
Fiir (2) zu zeigen: y:= e“D"e™ 1ost y'=2xy'+2ny =0
e y=D"e™
— D2 (e—xzy) - Dn+ze—x2 - DnHDe—x2

Leibniz

=p" (—Zx @_”‘2) = —2xD"™e™ ~2(n+1) De™
=-2xD (e_’62 y) - 2(n + 1) e y
e (4x2y -2xy' = 2(n +1) y)
Andererseits:
D? (e_xzy) e 5" +2(D€_x2 ) N +(Dze—x2 ) y= o (y,, —4xy' +(4x2 _2) y)

Vergleich: = y" —2xy"+2ny = OD
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