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§ 10 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Bezeichnung: (C[T] = {anT” +..+aT +a, |av uc, v=0..., n} =Polynomring n-ter Ordnung

Definition: Sei P U C[T] und D = di
X

P (D) =a D" +a, D" +..+a,heift Differentialoperator n-ter Ordnung,
fallsa, #0.

Bezeichnung: [ [J R Intervall
ct [I ] = C -Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f : 1 - C

IstPD(C[T] Polynom vom Grad n und k = n, so ist
cHI| - ¢ |1
by, ST -1
f P(D)(f)=a,D"+..+aDf +a,

Eine Abbildung von Funktionenrdumen nennt man einen Operator.

eine Abbildung

IstPOC [T] ein normiertes Polynom n-ter Ordnung, d.h. mit hochstem
Koeffizienten 1, so ist
0 eine homogene lineare DGL n —ter Ordnung
P(D)y=

f (x) eineinhomogene mit konstanten Koeffizienten.

Lemma 1: SeienF,, P, DC[T]
a) IstP(T) =P (T) +P, (T) , so ist fiir jede hinreichend oft
differenzierbare Funktion f : I — C, P(D)f =P (D)f +P, (D)f

b) IstQ (T) =PF (T) P, (T) , so ist fiir jede hinreichend oft
differenzierbare Funktion f : 1 — C, Q(D)f =P (D)(P2 (D)f)

Beweis:  Sei P, (7T) ::ZavT", P,(T) ::ZbVT“
a) P(T):i(av+bv)T” Em=n
~ P(D)f Zi(av +b,)D'f =iavaf+iva"f .
= R(0)s +£(D)s
b) 0(T)= rfcﬂT” mitc,, = Z#:avbﬂ_v
=0 o=

.. |a,=0 fiir v>n
Dabei ist
b, =0 fur v>m

v
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=0(0)r =50 =3[ San. o'y =
k=0 \ v=0
DIDRTNVEIES bRl
k=0 \_i+j=k k=0 \ i+ j=k

=Sun|$o0r |=n(o)n (o) (=A(0)(A()(1)

Bemerkung: b) gilt nur fiir Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten.

Beweis: Aus b) folgt: P, (DI)P2 (Dz)(f) =P, (DZ)P1 (Dl)(f)
Aber: Das gilt nicht fir L, =D, L, =x[D,
dh.LLf#LL,f

Beweis: L(Lf)=L,(Df)=xD’f

Beweis: a) Behauptung: De™ =Ae™ oAdoC
Beweis: SeiA=pu+iw u,wlR
M=t (cos(a)) +isin(a)x))
= D(e“) = D(e " cos(a)x) + iD(e’” sin (wx)))

= pe™ cos (a)x) +we' sin (a)x) +i (,Ue”" sin (a)x) + e cos (a)x))

= (,u+ ia)) e (cos(a)x) +isin (a)x)) = Ae™

b) SeiP(T ZaT’ OcC[T]

M = ZaDz(Ax) Za/], = p

Korollar: Ist A 0 C Nullstelle von P( ) (d.h. P( ) =0),
SO ist¢ (x) = ¢’ eine Losung der DGLP(D) y=0.

Das Polynom P(T) =T"+a, T"" +.+a,0 (C[T] habe n paarweise
verschiedene Nullstellen A ,...,A, OC
(k =1,..., n) bilden ein Fundamentalsystem

A
X x™

= Die Funktionen ¢ : {

von Losungen der DGL P (D) y = Y+ an_ly(”_]) +..tay+a,=0
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Beweis: Nach Korollar sind ¢, Losungen.

Zu zeigen: {¢1 yeres ¢k} linear unabhingig iiber C

6,000 2.0
a4 O
¢1(n—1) (0) ¢n(n—1) (O)
1 1
A0 A0
‘. A A,
=det = . :
/]1(” l)eﬂlo /]n(n_l) Mo /11(”_1) /]n(n—l)

Gut anscheuen!!!

So eine Aufgabe, wie das
Beispiel 1, kommt in der
Klausur dran!

Beispiel: Y =230 =y 12y =0
= P(D)y=0mitP(T)=T*-2T" -T* +2T
P(T)hat die Nullstellen A, =0, A, =1, A, =-1, A, =2
=¢,(x)=1 ¢, (x)=¢", g, (x)=¢, g, (x) =

bilden ein Fundamentalsystem von Losungen.

Beispiel: y'+wy=0 (a)D Ri) (- DGL der ungeddmpfter Schwingung mit Frequenz w.)
= P(D)y=0 mitP(T)=T"+'
P(T)hat die Nullstellen A, =i, A, = —iw

= ¢, (x) =", ¢,(x)=e"“bilden Fundamentalsystem

Ein reelles Fundamentalsystem von Losungen erhélt man durch geeignete
Linearkombination.

@ (x) = %(¢1 (x)+9, (X)) = %(em +e_1“’x) = cos (wr)
v, =%(¢1 (x) +9, (x)) :%(eim +€_iwx) = Sin(a)x)

) 1
Die Ubergangsmatrix%( o
=i i

j ist invertierbar

={@,.¢,} ist reelles Fundamentalsystem

Fundamentalsatz der Algebra:
Jedes Polynom n-ten Grades P (T) =T"+a T""'+.+aT +a,[] (C[T]

besitzt genau n Nullstellen und Vielfachheiten,

d.h. P(T) = (T —/]I)kl (T -, )kz DIDQT _Ar)k,.

mit paarweise verschiedenen A, ..., A, Z k, =nundk, 21 Li.

i=1
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Beweis:

(Vgl. Funktionentheorie)

SeiAOC, kKON, fOC*(I)

Beweis:

Lemma 5:

Beweis:

Beweis:

= (D—A)k (f(x)e“) =f(k) (x)e“

(Induktion nach k)
I. k=0(klar)
I. k-1 ~> k:

(D—/])k (f(x)e“)

(D—A)(D—/i)k_1 (f(x)e“)
(D=2)( ™)

1=

— f(k)e/lx +f(k_l)Ae/]x _Af(k_l)e/]x
— f(k)e/lx

Sei POC[T], ADCmitP(A)#0, gOC[T]vom Grad k
= P(D)(g(x)e“) Zh(x) ("

mit einem Polynom £ [] (C[T] vom Grad «.

Ordne das Polynom nach Potenzen vonT — A
P(1)=Y¢,(T-A) ¢ 0OC
v=0

DaP(A)#0,istc, 20

Lemma 4= P(D)(g(x)e“) =Y, (D—A)V(g(x)e“)

L4 n
= chg(x) (x) e =h (x) e
v=0

wegenc, # Oistdegh =k .

Sei P(T)=(T-A)" T - A,)" mitA, #A, Ui, jundk, 21 Oi
= Die DGL P (D) y =0(7) hat Fundamentalsystem von Losungen:

¢jm ()C) = xme/]/x ur

a) Alleg, 16sen (1)

=0 dak;>m
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b)

Die¢,, sind linear unabhéingig iiber C

r kj_l r
Beweis:  Angenommen: 0 = Z z cjmxmeﬁ-"x =).8; (x) e
=1 m=0 j=1
g,(x)
Zu zeigen: g, =0 LJj
Beweis:  (Induktion nach r)
. r=1:
g (x)e“ =0 OxOR
=g,=0

II. SeiZgj (x)e/]fx =0 OxOR
j=1
Ist einer der g; =0, dann fertig (nach IV)

Andernfalls wende den Differentialoperator (D -A )k’ an:
(-1 S, (e
j=1

>(D-A)" (s, ()" ) +(D=A)" (s, (3)¢>)

=0(L4)

0

~

r

n G

-1
Ax

h; (x) e’
j=1
wobei die i, (x) Polynome sind, die nicht identisch

verschwinden = ?& zu IV
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