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Definition: Sei (X,d) metrischer Raum, Y [J X Teilmenge x [1X hei3t Randpunkt von Y

< 1in jeder Umgebung von x liegt sowohl ein Punkt von Y als auch ein Punkt
vonX-Y.

Bezeichnung: Y := Menge von Randpunkten von Y.

Beispiel: Y :={x OR”

x|| < 1} abgeschlossene Einheitskugel

:>5Y={xEI]R"

x|| = 1} Einheitssphire (Kugeloberfldche)

Y:={xOR"

x|| < 1} offene Einheitskugel

JY = oY

Sei (X,d) metrischer Raum und Y [1 X,
(i) Y\OYist offen

(i) Y O OYist abgeschlossen
(ili) OY ist abgeschlossen

Sei X =R" euklidische Norm || .

Sei (X, d ) beliebiger metrischer Raum und (xn )nDN Folge von Punkten von X .

O
Definition: limx, =xUX:< zu jeder Umgebung U von x [NV N, so dass

x, UU [0On=N
= He>0 OVON: d(xn,x)<£ n=N

Satz 5: Fiir eine Folge (x,< )kDN inR", x, = (xkI yeer X ) sind dquivalent:

(1) limx, Ex:(f,,...,f)

n

O

(2) limx, =%,

k -

O
Beweis: (1)=(2): Sei lim X, =x

dh: Oe>0 OVON, sd. ||x, —%|<e Tk=N

2 2
Nuniist |x, ~%,|<|x, —)_c”(: \/(ku %) +..+(x, -7, j

=0e>0 INDN, sd. |x, ~X[<e Tk2N  =(2)

O
@)= (1): Sei limx, =%, Ov=1..,n
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dh. Og>0 OV, 0N, sd. |5 -%,

< £
\/; v
) ngz 6.2
- = —_ = 1
<\/v:1n \/nn & :>()

Satz 6: Fiir eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X sind dquivalent:

Sei N = max(Nl,...,Nn)

= Ok2 N st |x, -] = \/i‘xkv -%,
v=l

(1) A ist abgeschlossen in X

(11) Ist (xn )”DN eine Folge von Punkten x, A

]
mit limx, =x 00X = xUA

n—o

Beweis: ()= (i) Sei A [J X abgeschlossen und (xn )nDN Folge in A mit }llnoqo X, Ex 0xX.
z.Z.: xUOA i
Angenommen: x[JA.Da X\ A offen = X\ A ist Umgebung von X.

Nach Defintion der Konvergenz [IWUN, s.d. x, OX\A [Ok>N <S§
(i1))= (i) Angenommen (ii) gilt.
z.Z.: A abgeschlossen
Sei xOX\A (irgendein Punkt)
Falls fiir jedes £ >0 gilt: B(x,6)n Az D0
So konnen wir zu jedemk >1ein x, [J A finden mit d (xk , x) <%

O

Dafiir gilt: %im X, =x Nach (ii) ist x A (&zu xOA)
= Oe>O0mit B(x,e)nA=0
dh. B (x, 5) OX\VA = X\Aoffen, d.h. A abgeschlossen

Definition: Eine Folge von Punkten (xk ) (o €ines metrischen Raumes X heif3t

Cauchy-Folge, falls De >0 [NON,sd. d(x.x)<e,  OkI=N.

O
Beweis:  Sei limx, =x,dh. 0&>0 ENEIN,s.d.d(xk,x)<§ Ok = N

= Okl 2 Nist d(xk,x,)sd(xk,x)+d(x,xl)<§+§:g

Definition: Ein metrischer Raum heif3t vollstindig, wenn in ihm jede C-Folge konvergiert.
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Satz 8: R" ist vollstdandig
. . . . 0 _
Beweis: Sei (xk)kDN ein C-Folge in R", x, —(xkl,...,xk”)

Da ‘xk - X ‘S”xk —xl” Uv=1..n

Ist auch (xkv )k . ein C-Folge v =1,...,n

Wiederholung: = lim X v =1,...,n

=Satz5 = (xk) konvergiert in R"

kON

Definition: Fiir A 0 X setze:
diam (A):= sup{d (x,y)

x,yU A}
=Durchmesser von A

A [0 X beschrinkt: < diam(A) < o0

Schachtelungsprinzip: X =vollstindiger metrischer Raum.
A, O A, OA,... Folge abgeschlossener, nichtleerer Teilmengen
von X mit 11}1010 diam (Ak ) =0
= Ox0X mit x0A4 UkON

Beweis: I) Eindeutigkeit von x: Sei x' ein weiterer solcher

=d (x, x') >(0 = x, x'nicht in allen Ai

II) Existenz: Wihle zu jedem nUNeinx, A,
Da d(xm,xn) < diam(AN) Um,n=N,
ist (xn )HDN eine C-Folge in X.

O

Xist vollstindig = limx, =x

n-o

Da x, A, [On=k, folgt aus Satz 6:
=xUA, Onzk
= Erstrecht xJA  UOn0ON
Definition: Eine Abbildung f:X — Y metrischer Rdume heif3t stetig in x, X,

falls lim (x)gf (xo)

X=Xy

|
d.h. Fiir jede Folge (xn)nDN mit limx, =x, gilt:

O
fim 7 (x,)= £ ()
f heiBt stetig auf X < fistin jedem Punkt x, X stetig.
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Seien f:X - Y, g:Y - Z Abbildungen metrischer Rdume und x, X
Ist f stetig in x,und g stetigin y, = f (xo)

= gof:X - Ziststetigin X, .

O
Beweis: Sei lim x, =x,

n-o

Da f stetig in x, = lirr“}f(xn) £ (%)=

g(v)= g(f(xo))

O

Da g stetigin y, = lirgg (f(xn))

I Il
lim(gof)(x) = (g°f)(x)
i g [RXR R  [RXR - R L JEReR
cispiele: (x’y)Hx+y . (x,y)Hx.y : (x,y)|_)§

sind stetige Abbildungen.
Beweis: Sei ((xn, v, ))nDN Folge in R X R mit

O

lim(x,, y,)=(x, y) ORXR

O O
Satz 5= limx, =x, limy =y
+ +
O
= limx, « limy, =x  ynach Satz aus Analysis I

n-o n-o

Satz 10: Seien f,g:X - R stetige Funktionen auf metrischen Raum X.
= f+g: X R feg:X - Rstetig

Ist g(x)iO DxDX:i:X - R stetig
8

Beweis: Satz 5:>(f,g):DX - RXR stetig

fre="+e (1)
f="0 o (f.g

Lo,
. (f.g)

~—

Beispiel und Satz 9 = Behauptung
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