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§ 12 Riemann integrierbare Funktionen

Sei f :[a,b] - Rbeschrénkt und 0 # M O[a,b]

Definition: &, (M ) =sup f (x) —irulﬁg f (x) =Oszillation von f auf M

x0OM

Sei nun x, D[a,b] fest
Fiir & > 0ist K5 (x,) :{xDRHx—xo| < 5}
(0,00) > R
0 W, (Kd(xo) N [a,b])
1st monoton wachsend und beschriankt
= lim @, (K, (%) n[a.b]) existiert und ist Zahl 2 0

= Die Funktion {

Definition: @, (xo) =1lim w

lim &, (K 5 (xo) N [a,b]) heift Oszillation von fin x,

Fiir beschrinkte f : [a,b] — Rund x, R sind dquivalent:

1) fiststetiginx,
2) w(x)=0

Beweis:  1)=2) Dg>0Dd>o,sodass\f(x)—f(x0)\<% OxOK, (%) n[a.b]
Dx,yDKJ(xo)ﬂ[a,b]ist

£ =FOslr (@)= )+ ()1 ()] <5 +E=e
= W, (Kd(xo) N [a,b])SE
= w,(x)<e

Da das Oe > 0 gilt, folgt @, (x,) =0

2)=1) Seiw,(x,)=0
=0e>0 D5>0,sodassa)f (KJ xo)n[a,b])<£
:>DxDK5(xo)n[a,b]ist‘f(x)—f(xo)‘<€,
d.h. fin x, stetig O

SeiU(f) :={xD[a,b]|f unstetig in xo}
Oe >0seiU, () ={x0[a.b]|w, (x) 2 &}

Satzl:>U(f)=OUi(f) s

n=l 5

< 5>
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Korollar:

Beweis:
(von Satz 2)

Definition:

Sei f :[a,b] — R beschriankt, £ >0

=U, (f) kompakt

Fiir jede beschrinkte Funktion f :[a,b] - RistU ()‘) abzdhlbare Vereinigung
Kompakter Mengen.

Satz von Heine-Borel:
M [ R kompakt < M beschrinkt und abgeschlossen

DaM,(f)O[a.b],istM, (f)beschrinkt.
Zu zeigen: M, ( f ) abgeschlossen
Geniigt zu zeigen: [a,b]\Ug (f) offen
Seix, O[a,b]\U, (f) = w, (x,) <€
= Fiir hinreichend kleines 0 > 0 ist &, (K 5 (xo) N [a,b]) <
= w; (x) <& DxDKd(xO) N [a,b]
dh. K;(x,) n[a,b] O[a.b]\U, (f)
also[a,b]\Us(f)offen ]

M U R heillit Nullmenge oder Menge vom MaB 0, wenn es zu jedem & >0
hochstens abzihlbar viele Intervalle 7, gibt mit

H MO,

2) D l<e
Hierbei ist|IV| die Linge des Intervalls /, , also|IV| =b-a,
falls 1, =(a,b), I, =[a,b], I, :(a,b],...

Lemma 3: M [ R endlich oder abzahlbar
= M ist Nullmenge

Beweis:

E M ={xl,x2,x3,...}

&
:>|IV|:2_V
—wizi wi :E =
:>MDUI m1tZ|I|—VZ:1:2 2§2V S2=E

geometrische
Reihe
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Lemma4: M, [0 R Nullmenge Llv [N

= U M , ist Nullmenge

v=l1

Beweis: Seie >0
Da M, Nullmenge, kann man M, mit abzdhlbar vielen Intervallen/, (k 4 N)

1,

iiberdecken mit z
k=1

= {1, |vON.k ON} sind abzihlbar viele Intervalle die|_J M, iberdecken mit

v=l1
wg wg N _ = N L_—_ =
IVk <|/:1 2V Zizv 2Q E D

v=l1

Lemma 5: Fiir kompakte Menge K [J R sind dquivalent:
1) Kist Nullmenge

2) D& >0 Cendlich viele Intervalle /,,...,/, mit K O J7, mit>’|1,|< e
v=l1 v=1

Beweis: 2)=1) trivial
(endlich viele Intervalle £ hochstens abzihlbar viele Intervalle
[Def. Nullmenge] = K ist Nullmenge)

1)=2) Nach Definition [l(offene) Intervalle
J,mitK O JJ,und > |J,|<e
v=1 v

Da K kompakt= Uendlich viele J, ,...,J,,

mitK [ LnJJvk undZn:
k=1 k=1

Jy,

<¢& ]

Definition: f:I — R heil3t fast iiberall stetig,
fallsU ( f ) :={x my | f nicht stetig in x} ist Nullmenge.

Lebesgnesche Integrabilititskriterium
Fiir f :[a,b] — Rsind dquivalent:

1) fistauf [a,b] (Riemann-)integrierbar
2) fist beschrinkt und fast iiberall stetig

Beweis: 2)=1) Sei‘f (x)‘ <c Ux D[a,b] undU (f) =Nullmenge
Seie>0
Zu zeigen: [Treppenfunktion@ = f undy < f auf [a,b] , so dass
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z¢(qu—iw(@dx<g

U ( f ) =Nullmenge = [abzihlbar viele offene Intervalle J,,J,, J;,...

mit

h u(r)oUi
i) 3

J|<k
Zu jedem Punkt x [J [a,b] \U (f) ist f stetig

c

2(b£— a) ox

vUON,x D[a,b] \U (f)} ist offene Uberdeckung Von[a,b]

Satz 1 = Uoffenes Intervall K mit x [ K und w, (E) <

{1,k

Da[a,b] kompakt= [,,...,v, UN, [k,...,x, D[a,b] \U(f) , so dass
[a.p]0J, 0..0J, 0K, O..0K,

Wiihle Zerlegunga =1, <t,...<t, = b so fein, dass jedes Teilintervall
I, = (tk ,tv) in einem Intervall J 3o J v, le ..... de_ enthalten ist.

SeiM, = supf(x), m, = }cglf‘: f(x)

x01,
[a.b] - R

=@ M x01, Ov

x> @(x)=1 "
¢( ) {groB genug x=t, Uv
ist Treppenfunktion mit¢ > f
[Cl,b] - R

Y m xU7, Ov

x|—>¢/(x)={ ’

klein genug x =¢, v
ist Treppenfunktion mit¢ < f

dh. g< f<y
b b n n n
:>J-¢(x)_,'-¢(x):Z:;MV|IV|_Z:1mV|IV|:Z:;(MV_mV)|IV|::A+B
mitA= > (M, -m)|[|undB= > (M, -m)|L|
I, Oeinem J,, I Oeinem K,
w
Za= Y M -m|L|< Y (e=(=e))1| =203 =%
1,07, 1,07, dc 2
PAgAd
=B= ) (M,-m]|L|< 2 0>, |Ik|:L(b_a):§

2(b-a) 4R, " 2(b-a)
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:>j[¢(x)dx—:[¢/(x)dx<%+%:£

1)=2) folgt aus Lemma 6 und Lemma 7

Lemma 6: f :[a,b] — R (Riemann-)integrierbar

= f'beschrinkt

Beweis: fintegrierbar = @ Treppenfunktion auf [a,b] mit f <@
Treppenfunktionen haben nur endlich viele Werte, sind also beschrénkt.

Lemma7: f :[a,b] - R (Riemann-)integrierbar

=>M (f) = Nullmenge

< 9>



