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Beweis: Hatten gesehen ( ) ( )1

1

:
n n

M f U f
∞

=

=∪ , wobei ( ) [ ] ( )1

1
,

f

n

M f x a b x
n

ω = ∈ ≥ 
 

 

 Lemma 4⇒Genügt zu zeigen: ( )1

n

U f ist Nullmenge n∀  

 ( )1

n

M f ≠ ∅Œ  

 Sei 0ε >  

 Zu zeigen: ∃ abzählbar viele Intervalle, die ( )1

n

M f überdecken, so dass die 

   Summe über ihre Länge kleiner alsε ist. 

 

 Da f integrierbar, ∃ Zerlegung 0 1 ...
t

a x x x b= < < < = mit [ ]1,I x xν ν ν−= , so dass 

 Für die Treppenfunktion 

  [ ]: ,a bϕ →ℝ   ( ) ( ) ( )\ sup
x I

I f x M b f b
ν

ν νϕ ϕ
∈

= = =  

  [ ]: ,a bψ → ℝ   ( ) ( ) ( )\ inf
x I

I f x m b f b
ν

ν νϕ ψ
∈

= = =  

 gilt: ( ) ( )dx dx
2

b b

a a

x x
n

εϕ ψ− ≤∫ ∫  

 Sei ( )1: k k

n

I U f I
  = ∩ ≠ ∅ 
  

M  

  ( )1

n

M f⇒ wird vonM überdeckt 

 Angenommen: 
k

I ∈M enthält ein ( )1

n

x M f∈ in seinem Inneren 

  ( ) kK x Iδ⇒ ∃ ⊂ mit ( )( ) 1
f

K x
n

δω ≥  

  ( ) ( )( ) 1
k k k f

M m m I K x
n

δ δω⇒ − = ≥ ≥  

 Sei ( )*

1enthält Punkt von im Innerenk k

n

I I U f
  =  
  

M  

  

( )

( ) ( )

* *

1

dx dx
2

k k

k k k k

I I

b b

a a

I M m I
n

x x
n

εϕ ψ

∈ ∈

⇒ ⋅ ≤ −

≤ − ≤

∑ ∑

∫ ∫

M M

 

 Nun bestimme man zu den Teilpunkten 0 ,...,
t

x x der Zerlegung abgeschlossene 

 Intervalle 0 ,...,
t

J J mit
k k

x J∈ und
0 2

t

k

k

J
ε

=
<∑  

  ( )
*

1

0
k

t

k k

kIn

M f I J
=⊂

⇒ ⊂ ∪∪ ∪
M

mit
* 0 2 2

k

t
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kI

I J
ε ε ε

=∈

+ < + =∑ ∑
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Beweis: Genügt zu zeigen: Ist f integrierbar und 0f = fast überall 

 ( )dx 0

b

a

f x⇒ =∫  

 f f f+ −= − ,   

 wobei ( ) ( )( ) ( ) ( )( )max ,0 , max ,0f x f x f x f x
+ −= = −  

 Hatten: Mit f sind f + und f − integrierbar 

 Also 0f ≥Œ  

 f integrierbar 

  0c⇒ ∃ > , so dass ( )f x c x< ∀ und ( )M f ist Nullmenge 

 Sei 0ε > ⇒ ∃Intervalle ( )Iν ν ∈ℕ , so dass 

 ( )
1

U f Iν
ν

∞

=

⊂∪ und
1

I
c

ν
ν

ε∞

=
<∑  

  ( )
1 1

dx dx

b

a I

f x c c I c
c

ν

ν
ν ν

ε ε
∞ ∞

= =

⇒ ≤ = ⋅ < ⋅ =∑ ∑∫ ∫  

 ⇒Behauptung 

 

Definition: Sei [ ] ( ) [ ]: , , : ,nf a b n f a b→ ∈ →ℝ ℕ ℝ  

 
n

f f→ fast überall auf[ ],a b  

 d.h. :⇔ ∃Nullmenge [ ],N a b⊂ , so dass 

  ( ) ( ) [ ]lim , \n
n

f x f x x a b N
∃

→∞
= ∀ ∈  

  

 
n

f fր fast überall auf[ ],a b  

 :
n

f f⇔ → fast überall auf[ ],a b und ( )( )nf x ist monoton wachsend [ ],x a b∀ ∈  

 

 Analog:  
n

f fց fast überall auf[ ],a b  

 :
n

f f⇔ → fast überall auf[ ],a b und ( )( )nf x ist monoton fallend [ ],x a b∀ ∈  

Beweis: Sei
0 1 2

: ...
nn n n n

Z a x x x b= < < < = mit
( )

: 0,..., 2
2k

n

n n

k b a
x a k

−
= = + =  

Satz 8: Seien [ ], : ,f g a b → ℝ (Riemann-)integrierbar und ist f g= fast überall 

  ( ) ( )dx dx

b b

a a

f x g x⇒ =∫ ∫  

Lemma 9: Sei [ ]: ,f a b →ℝ (Riemann-)integrierbar 

  ⇒ ∃ Folge von Treppenfunktionen 

  [ ]: ,n a bϕ →ℝmit
n

fϕ ր fast überall auf[ ],a b  
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 1n
Z + entsteht aus

n
Z durch Halbierung 1 2 3 ...Z Z Z⊂ ⊂ ⊂  

 Setze für jedes
1

, : : ,
k k kn n n

n k J x x
+

 =   ,   ( ){ }inf
k kn n

m f x x J= ∈  

  dann ist [ ]: ,n a bϕ →ℝmit ( ) ( )
für

für

k kn n

n

m x J
x

f b x b
ϕ

∈= 
=

 

  eine Treppenfunktion mit fϕ ≤ . 

 Offenbar ist ( )nϕ monoton wachsend. 

 Sei [ ] ( ) { }( )
( )nach Lebesgnesches

Nullmenge
Integrabilitätskriterium

: , \ ,S a b U f a b= ∪
�		
		�

 

 Genügt zu zeigen: x S∀ ∈ ist ( ) ( )lim n
n

x f xϕ
∃

→∞
=  

  Sei 0x S∈ als f stetig in 0x  

   ⇒ zu 0 0ε δ> ∃ > , so dass 

   ( ) ( )0 ,K x a bδ ⊂ und ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0f x f x f x x K xδε ε− < < + ∀ ∈  

  ,m k∃ , so dass ( )0 0km Sx J K x∈ ⊂  

   ( ) ( ) ( )0 0 km mf x x x x Jε ϕ ϕ ε⇒ − < < + ∀ ∈  

  Da n m∀ ≥ ist stets ( ) ( ) ( )0 0 0m nx x f xϕ ϕ≤ ≤  

   ( ) ( ) ( )0 0 0nf x x f x n mε ϕ ε⇒ − ≤ < + ∀ ≥  

   ( ) ( )0 0lim n
n

x f xϕ
∃

→∞
⇒ =  

Satz 10: Seien [ ] ( ), : ,nf f a b n→ ∈ℝ ℕ (Riemann-)integrierbar und
n

f f≤  

 Angenommen: 
n

f fր fast überall auf[ ],a b  

  ( ) ( )lim dx dx

b b

n
n

a a

f x f x
→∞

⇒ =∫ ∫  


