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Beweis:

Hatten gesehen M (f):= CJUl (1), wobei M | (1) _{

w;, (x) 2%}

Lemma 4 = Geniigt zu zeigen: U, ( f ) ist Nullmenge [n

n

(EMi(f)JtD

n

Seie>0
Zu zeigen: [abzihlbar viele Intervalle, die M | ( f ) iiberdecken, so dass die

n

Summe iiber ihre Lange kleiner als £ ist.

Da fintegrierbar, LIZerlegunga = x, < x, <...<x, =bmit/, = [xv_l, xv] , so dass
Fiir die Treppenfunktion

¢:[ab] - R ¢\IV=S1D11pf(x)=MV ¢(p)=£ ()
W:[a.b] - R ¢\IV:£rDlvaf(x)=mV w(b)=f(b)

gilt: j¢ dx Il// dx<2i

n

Sei 7/ .= {I

Ul(f)mlkiﬂ}

( f ) wird von 77 iiberdeckt

Angenommen. [, U7/ enthilt einx UM 1 ( f ) in seinem Inneren
= (K, (x) 0 1, mita, (K, (x)) 2~

:

:>Mk—mk=m5(1k)2wf( x)

=|>~

Sei” = {I « [I,. enthilt Punkt von U, (f) im Inneren}
= 20Y |1]s ¥ (M, -m)
n o ow Lo
j¢ dx Il// dx<2—‘£;1

Nun bestlmme man zu den Teilpunkten x,, ..., x, der Zerlegung abgeschlossene

Intervalle J, ..., J, mitx, U J, undZ|Jk| < f

0 U rosmic ¥ 1]+ Z|Jk|<£+£:£
L]

n Lo’ k=0 Lo k=0
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Seien f, g :[a,b] - R (Riemann-)integrierbar und ist f = g fast iiberall

= [ £ (x)dx =g (x)ax

Beweis: Geniigt zu zeigen: Ist fintegrierbar und f =0 fast iiberall
b
= [ f(x)dx=0
f=r-r,
wobei f* (x) = max(f(x),O), f(x)= max(—f (x),O)
Hatten: Mit f'sind f " und f~ integrierbar
Also(E f 20
fintegrierbar

= [k >0,so0 dass‘f (x)‘ <c [xundM (f) ist Nullmenge
Seie >0 = Llntervalle/, (V O N) , SO dass

U(f) U OIV undi|lv| <&
v=l1 v=l1 c

b ) o0
= [f(x)desY [edx=eD | |<cf =¢
" valg, v=1 c
= Behauptung 0
Definition: Sei f, :[a,b] - R (nDN), f :[a,b] - R
f, — f fast iiberall auf [a,b]
d.h. : = [UNullmenge N [J [a,b] , so dass

lim f, (x)gf(x) OxO[a,b]\N

f, /" f fast iiberall auf [a,b]
:= f, — f fastiiberall auf [a,b] und( 1, (x)) ist monoton wachsend [lx [J [a,b]

Analog: £, "\ f fast iiberall auf [a,b]
:e f, — f fastiiberall auf [a,b] und( f, (x)) ist monoton fallend [lx D[a,b]

Lemma 9: Sei f :[a,b] — R (Riemann-)integrierbar
= UFolge von Treppenfunktionen

@,:[a.b] -~ Rmitg, /" f fast iiberall auf[a,b]

Beweis: SeiZ :a=x, <x, <..<x, =bmitx =a=+
o m Mon Ty
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Z ., entsteht aus Z durch HalbierungZ, U1 Z, 0 Z, [J ...
Setze fir jedesn,k : J, = [xnk X ] , om, = inf{f (x)‘x 0 Jnk}
m, fir xUJ,
dann istg, :[a,b] - Rmitg, (x)=1 " ‘
f(b)fir x=b
eine Treppenfunktion mit@ < f .
Offenbar ist (¢n ) monoton wachsend.

SeiS=[a,b]\ (U(f)D{a.b})

nach Lebesgnesches
Integrabilititskriterium

Nullmenge (
O

Geniigt zu zeigen: [xOSistlimg, (x) =f (x)

Sei x, 1S als f'stetig in x,

=zue>000>0, so dass

Kd(xo) D(a,b)undf(xo)—€<f(x)<f(x0)+£ DxDKJ(xO)
Un,k, sodassx, 0J, 0K (xo)

= 7(5)-e<0,(x) <p(x)ve CxOl,
DaDn>mlststets¢( ) ¢( )<f(x0)

= 1(x)-esp.(x)<s(x)re Dnzm
)

= }}IE 9, ( ) (xo

Satz 10:  Seien f, f :[a,b] - R (nDN) (Riemann-)integrierbar und f, < f
Angenommen: f, /” f fast iiberall auf [a b]

:>11me dx_jf

< 7>



