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Satz 10:

Beachte:

Beweis:

Seien f,, f :[a,b] - R (nDN) (Riemann-)integrierbar und f, < f Un
Angenommen: £, /" f fast iiberall auf [a,b]

:>li{£1jﬁ1 (x)dx :jf(x)dx

Vorausgesetzt wird: fintegrierbar

Durch Ubergang zu ( f=rf )nDN konnen wir annehmen, dass (das neue) f = 0und

(die neuen) f, =0 und f, monoton fallend fast iiberall.

Zu zeigen: Sei f, :[a,b] - R (n DN) (Riemann-)integrierbar, f, 20 [Un .
Angenommen: £, \ O fast iiberall auf[a,b]

b
Zu zeigen: lirgj‘fn (x)dx =0

Beweis:

SeiN:=CJU(fn) D{xD[a,b]‘}lifgfn (x) ¢o}

Lebesgnes Kriterium = U ( fn) = Nullmenge [n
Lemma 4 = N = Nullmenge
Sei& >0 = Uoffene Intervalle /|, 1,,....

mit N [ OIV, i|1v| <e¢
v=l1 v=1

Seix, O[a,b]\N :li{gfn(xo)go

=Un= m(e,xo), so dass f,, (xo) <&
Da f, inx,stetig= Uoffenes Intervall J, mitx, [JJ _, so dass
O0x0J, n[a.b]gilt:

o (x) <&

Daf, (x) monoton fallend, ist erst recht
OxOJ ,b
1) fn(x)<€{ x0J, n[ab]

Un=m (xo, E)
Das System der Intervalle ], J iiberdeckt [a, b]
= [a,b] kompakt=> [endlich viele Intervalle
Ikl ,...,Ikr , Jxl s st die[a,b] iberdecken
(E s=1und J,_ disjunkt
Setze  J,:=1I, n [a,b]
Jﬂ' = ax,, N [a,b]
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s
n, = n}{gl)( m(é‘, xﬂ)

D= f,(x)<e DxDUJﬂ' On = n,

H=l

Trivialerweise istzr:|J V| <&

v=1

SeiM := sup f1( ) = f, <M Un
xl][ab]

b Bin ich mir nicht sicher!

J S Diirften keine Integrale in
jjfn (.X)dX < fn (.X)dX"'Z J. fn (X)dX den Summen stehen...
u val g u=l g Wer’s richtig weil3,

H kann’s mir mailenJ
n N

<> M|J,|+

v=1 H=1

e, |sME+ellb-a)<e(M +b-a)

>0

Da das fiir jedes & gilt, folgt hmj f dx 0

Nachteil des Satzes: ~ Man muss verlangen, dass f Riemann-integrierbar ist. Das kann nicht
gefolgert werden.
Aber: Falls ( 1, ) wie im Satz, so kann man definieren

I f dx —hm I f dx ~>Lebesgnes Integral

13 Das Lebesgnes Integral
Sei I beliebiges Integral, endlich oder unendlich

Definition: ¢ heilit Treppenfunktion auf /
: < [lein endliches Teilintervall[a,b] U1, sodass ¢‘[a,b] Treppenfunktion

und@|1\[a.b] =0

SeiT (I ) := R = Vektorraum der Treppenfunktion auf /, dann gilt:

D pwOT(x) = ¢".¢.|¢|.max(p.),min(p,¢) 0T (1)
2) ¢DT( ) etwa¢‘1\[a,b]§0,so definieren wir

j¢ dx—j¢ dx Zc X, = X,_
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Lemma 1: Seieng,,...,¢, T (1) OnON monoton wachsend und beschréinkt

Beweis:

Korollar:

Beweis:

Sei L' (I):=

Sei f =lim¢@ , g =limy, fast iiberall auf /

Angenommen:  f (x) <g (x) fast tiberall

:>11mj¢ dx<]1mjl//

Seim [N fest
= Die Folge ¢, —¢, ist monoton fallend, fast iiberall

mitlim (4, —4/,,) < O fast iiberall

= (¢, ~4,) ist monoton fallend mitlim (4, —,)" =0 fast iiberall
a,b] O1,s0dass(@, —¢,) =0aufI\[a,b]

Da0< (g, -¢,) <(, 1,1/1) (8, -, )+=0aufl\[a,b]

Lebesgnes Kriterium = hm J. @, 4[/) dx = 0

Nunlstj¢ dx—il// ( )dx :I(¢m —¢n)dxsi(¢m —(//n)+dx =0

:sj¢ )dx - hmjz,a )dx <0
Da das Dm gllt folgt:
11mj¢ dX llmjgll dX <0

= 11mI¢ dx < llmjgll dX ]

m— o

Sind(¢”) und (4[/” ) 2 monoton wachsende Treppenfunktionen auf / mit
f=limg, (x) =limy, (x) = g fast tiberall

= hm J ¢ dx = hm J.(//

Wende Lemma 1 zweimal an. f<g, g= f

Cimonoton wachsende Folge (¢, ), mit ¢, 0T (1),
f:I - Rpsodass 1) limg, (x)=f(x) f.u.auf I

2) hmj¢ )dx O

n-o
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SeiL(1)={f=g-nf.ilg.hOL (1)}
Definition: fOL(I),etwaf=g-hmitg = limg,, h=limy, f.i., (#,).(¢,) monoton
Wachsend

I f dx = hqu) dx hm I (// dx Lebesgnes Integral von fiiber /

Lemma 2: J f dx ist wohldefiniert

Beweis: Sei f = g —hwie in Definition
Nach Korollar sind I glx dx und I h dx unabhingig von der Wahl der Folgen

(¢n)und((//n) *

Angenommen: f=g-h=g —h fi.mitg,h,g,hOL (I)
=g+h =g +h fi.
Ig dx + jh, dx = j( g+ iﬁ)dx (da Grenzwerte additiv)
1 1

1

= [(& +h)dx =] g dx+[hdx
1 1

1

= J. gdx— J. hdx = J. g, dx— J. h, dx (Lebesgnes-integrierbar)
1 1 1 1

R-R
Beispiel: ~ Behauptung: f: 0 falls xJQ
H
1 falls x0Q

Ist L-integrierbar mltJ- f dX 0

Beweis: ¢ =0 [n (¢n) ist Folge von Treppenfunktionen, monoton
wachsend, mit lim @, (x) =f (x) f.i.

= [ f(x )dx_hmj¢ dx—hmJ-de 0

n-o
R

Frage: Sei (¢n) monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen

Wann konvergiert(¢n) f.ii. gegen fOL (I) ?
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Beweis:

Sei (¢”) ar (I monoton wachsend

nON

Angenommen( beschrinkte Zahlenfolge

; (x) f (x) f.i. auf /

Genliigt zu zeigen: (¢n) konvergiert f.ii. auf /
Denn dann: SeiN = { x01 ‘lim @, (x) existiert nicht}

h fir xOI\N
Setze f (x) - {,}E}% (x) rox
0 fir x07
= (¢n ) konvergiert f.u. gegen f oL (I) — Satz

Beweis : (E @, =0 (sonst Ubergang zug, —¢@,)

(der Behautpung)

E ¢, ist in den Unstetigkeitsstellen links- oder rechtsseitig stetig
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