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Beachte: Vorausgesetzt wird:   f integrierbar 
 

Beweis: Durch Übergang zu ( )n n
f f

∈
−

ℕ
können wir annehmen, dass (das neue) 0f = und  

 (die neuen) 0
n

f ≥  und
n

f monoton fallend fast überall. 

  

 Zu zeigen: Sei [ ] ( ): ,nf a b n→ ∈ℝ ℕ (Riemann-)integrierbar, 0
n

f n≥ ∀ . 

 Angenommen: 0
n

f ց fast überall auf[ ],a b  

  Zu zeigen: ( )lim dx 0
b

n
n

a

f x
→∞

=∫  

  Beweis: Sei ( ) [ ] ( ){ }
1

: , lim 0n n
n

n

N U f x a b f x
∞

→∞
=

= ∪ ∈ ≠∪  

    Lebesgnes Kriterium ( ) NullmengenU f n⇒ = ∀  

    Lemma 4 NullmengeN⇒ =  

    Sei 0ε > ⇒ ∃ offene Intervalle 1 2, ,....I I  

    mit
11

,N I Iν ν
νν

ε
∞ ∞

==

⊂ <∑∪  

    Sei [ ] ( )0 0, \ lim 0n
n

x a b N f x
∃

→∞
∈ ⇒ =  

     ( )0,m m xε⇒ ∃ = , so dass ( )0mf x ε<  

    Da
m

f in 0x stetig⇒ ∃ offenes Intervall
0x

J mit
00 x

x J∈ , so dass 

    [ ]
0

,xx J a b∀ ∈ ∩ gilt: 

     ( )mf x ε<  

    Da ( )mf x monoton fallend, ist erst recht 

     1) ( )
[ ]

( )
0

0

,

,

x

n

x J a b
f x

n m x
ε

ε

∀ ∈ ∩< 
∀ ≥

 

    Das System der Intervalle ,
x

I Jν überdeckt [ ],a b  

    [ ],a b⇒ kompakt⇒ ∃ endlich viele Intervalle 

    
1 1
,..., , ,...,

r sk k x x
I I J J die[ ],a b überdecken 

    Œ 1 und
rx

s J≥ disjunkt 

    Setze [ ]: ,kJ I a b
νν = ∩  

      [ ]: ,J x a bµ µ
′ = ∂ ∩  

Satz 10: Seien [ ] ( ), : ,nf f a b n→ ∈ℝ ℕ (Riemann-)integrierbar und
n

f f n≤ ∀  

 Angenommen:
n

f fր fast überall auf[ ],a b  

  ( ) ( )lim dx dx
b b

n
n

a a

f x f x
→∞

⇒ =∫ ∫  
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      ( )0
1

: max ,
s

n m xµµ
ε

=
=  

    1) ( ) 0
1

s

nf x x J n nµ
µ

ε
=

′⇒ < ∀ ∈ ∀ ≥∪  

    Trivialerweise ist
1

r

Jν
ν

ε
=

<∑  

    Sei
[ ]

( )1
,

: sup
n

x a b

M f x f M n
∈

= ⇒ ≤ ∀  

    ( ) ( ) ( )
1 1

dx dx dx
b r s

n n n

a J J

f x f x f x

ν µ
ν µ= = ′

⇒ ≤ +∑ ∑∫ ∫ ∫   

     ( ) ( )
1 1

0

n s

M J J M b a M b aν µ
ν µ

ε ε ε ε
= =

>

′≤ + ≤ ⋅ + ⋅ − < + −∑ ∑ �	
	�
 

    Da das für jedesε gilt, folgt ( )lim dx 0
b

n
n

a

f x
→∞

=∫  

 
Nachteil des Satzes: Man muss verlangen, dass f  Riemann-integrierbar ist. Das kann nicht  
   gefolgert werden. 

 Aber: Falls ( )nf wie im Satz, so kann man definieren 

   ( ) ( )dx : lim dx
b b

n
n

a a

f x f x
→∞

=∫ ∫ >∼ Lebesgnes Integral 

 
 

 13 Das Lebesgnes Integral 
 
Sei I beliebiges Integral, endlich oder unendlich 
 
Definition: ϕ heißt Treppenfunktion auf I 

 :⇔ ∃ein endliches Teilintervall[ ],a b I⊂ , so dass [ ],a bϕ Treppenfunktion  

  und [ ]\ , 0I a bϕ ≡  

 

Sei ( ) :T I = −ℝ Vektorraum der Treppenfunktion auf I, dann gilt: 

 1) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,max , , min ,T T Iϕ ψ χ ϕ ϕ ϕ ϕ ψ ϕ ψ+ −∈ ⇒ ∈  

 2) ( ) ,T Iϕ ∈ etwa [ ]\ , 0I a bϕ ≡ , so definieren wir 

  ( ) ( ) ( )1
1

dx : dx
b n

I a

x x c x xν ν ν
ν

ϕ ϕ −
=

= = −∑∫ ∫  

 
 
 
 
 
 

Bin ich mir nicht sicher! 
Dürften keine Integrale in 
den Summen stehen... 
Wer’s richtig weiß, 
kann’s mir mailenJ  
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Beweis: Sei m ∈ℕ fest 
 ⇒Die Folge

m n
ϕ ψ− ist monoton fallend, fast überall  

  mit ( )lim 0m n
n

ϕ ψ
→∞

− ≤ fast überall 

 ( )m n
ϕ ψ +

⇒ − ist monoton fallend mit ( )lim 0
m n

n
ϕ ψ +

→∞
− = fast überall 

 [ ],a b I∃ ⊂ , so dass ( )1 0
m

ϕ ψ +− = auf [ ]\ ,I a b  

 Da ( ) ( ) ( )10 0
m n m m n

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ+ + +≤ − ≤ − ⇒ − = auf [ ]\ ,I a b  

 Lebesgnes Kriterium ( )lim dx 0
b

m n
n

a

ϕ ψ
∃+

→∞
⇒ − =∫  

 Nun ist ( ) ( ) ( ) ( )dx dx dx dx 0
b b b b

m n m n m n

a a a a

x xϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ +− = − ≤ − =∫ ∫ ∫ ∫  

  ( ) ( )dx lim dx 0
b b

m n
n

a a

x xϕ ψ
→∞

⇒ − ≤∫ ∫  

 Da das m∀ gilt, folgt: 

  ( ) ( )lim dx lim dx 0
b b

m n
m n

a a

x xϕ ψ
→∞ →∞

− ≤∫ ∫  

  ( ) ( )lim dx lim dx
b b

m n
m n

a a

x xϕ ψ
→∞ →∞

⇒ ≤∫ ∫  

 

Korollar: Sind ( ) ( )undn nϕ ψ 2 monoton wachsende Treppenfunktionen auf I mit 

 ( ) ( )lim limn n
n n

f x x gϕ ψ
→∞ →∞

= = = fast überall 

  ( ) ( )lim dx lim dx
n n

n n
I I

x xϕ ψ
→∞ →∞

⇒ =∫ ∫  

 
Beweis: Wende Lemma 1 zweimal an. ,f g g f≤ ≥  

 

Sei ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

monoton wachsende Folge , mit ,

: : so dass 1) lim f .ü . auf

2) lim dx

n n

n
n

n
n

I

T I

L I f I x f x I

x

ϕ ϕ
ϕ

ϕ

+

→∞

→∞

 
 

∃ ∈ 
 = → = 
 
 ∃ 
 

∫

ℝ  

Lemma 1: Seien ( )1,..., n T I nϕ ϕ ∈ ∀ ∈ℕmonoton wachsend und beschränkt 

 Sei lim , lim
n n

n n
f gϕ ψ

→∞ →∞
= = fast überall auf I 

 Angenommen: ( ) ( )f x g x≤ fast überall 

  ( ) ( )lim dx lim dx
n n

n n
I I

x xϕ ψ
→∞ →∞

⇒ ≤∫ ∫  
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Sei ( ) ( ){ }: f .ü . ,L I f g h g h L I
+= = − ∈  

Definition: ( )f L I∈ , etwa f g h= − mit ( ) ( )lim , lim f .ü ., ,n n n n
n n

g hϕ ψ ϕ ψ
→∞ →∞

= = monoton  

 Wachsend 

 ( ) ( ) ( )dx : lim dx lim dx
n n

n n
I I I

f x x xϕ ψ
→∞ →∞

= − =∫ ∫ ∫ Lebesgnes Integral von f über I 

Beweis: Sei f g h= − wie in Definition 

 Nach Korollar sind ( )dx
I

g x∫ und ( )dx
I

h x∫ unabhängig von der Wahl der Folgen  

 ( )nϕ und ( )nψ . 

 Angenommen: 1 1f g h g h= − = −  f.ü. mit ( )1 1, , ,g h g h L I
+∈  

  1 1g h g h⇒ + = +  f.ü. 

  ( )1 1dx dx : dx
I I I

g h g h+ = +∫ ∫ ∫ (da Grenzwerte additiv) 

  ( )1 1dx dx dx
I I I

g h g h= + = +∫ ∫ ∫  

   1 1dx dx dx dx
I I I I

g h g h⇒ − = −∫ ∫ ∫ ∫ (Lebesgnes-integrierbar) 

 

Beispiel: Behauptung: : 0 falls

1 falls

f x
x

x

→
 ∉

 ∈

ℝ ℝ

ℚ
֏

ℚ

 

    Ist L-integrierbar mit ( )dx 0f x =∫
ℝ

 

 Beweis: 0
n

nϕ ≡ ∀   ( )nϕ ist Folge von Treppenfunktionen, monoton  

      wachsend, mit ( ) ( )lim n
n

x f xϕ
→∞

= f.ü. 

  ( ) ( )dx lim dx lim 0dx 0
n

n n
f x xϕ

→∞ →∞
⇒ = = =∫ ∫ ∫

ℝ ℝ ℝ

 

 
 

Frage: Sei ( )nϕ monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen 

 Wann konvergiert ( )nϕ f.ü. gegen ( )f L I
+∈ ? 

 
 
 

Lemma 2: ( )dx
I

f x∫ ist wohldefiniert 

 



  ≪ ≫

Analysis II 
Lange 

Sommersemester 2004 
Vorlesung 23  Montag, 12. Juli 2004 

 

   
 

24 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Beweis: Genügt zu zeigen: ( )nϕ konvergiert f.ü. auf I 

 Denn dann: Sei ( ){ }: lim existiert nicht
n

n
N x I xϕ

→∞
= ∈  

 Setze ( )
( )lim für \

:
0 für

n
n

x x I N
f x

x I

ϕ
→∞

∈= 
∈

 

  ( )nϕ⇒ konvergiert f.ü. gegen ( )f L I
+∈ ⇒Satz 

 
( )der Behautpung

Beweis : Œ 0
n

ϕ ≥    (sonst Übergang zu 1n
ϕ ϕ− ) 

   Œ
n

ϕ ist in den Unstetigkeitsstellen links- oder rechtsseitig stetig 

Satz 3: Sei ( ) ( )n T Iϕ ∈ monoton wachsend 

 Angenommen ( )dx
n

I n

xϕ
∈

 
 
 
∫

ℕ

beschränkte Zahlenfolge 

  ( )f L I
+⇒ ∃ ∈ mit 

  ( ) ( )lim n
n

x f xϕ
→∞

= f.ü. auf I 


