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Beweis:
(Satz 3)

Geniigt zu zeigen: (¢n) konvergent f.ii.
Eg¢ 20
(E ¢, ist Unendlichkeitsstelle links- oder rechtsseitig stetig

SeiK >0, so dassj¢ndxsK On
1

g,(x) 5}

Fire>0seiM, = {xDI
' &

Angenommen: M, # [
= M, , besteht aus endlich vielen disjunkten

Teilintervallen /...,

m

Ei‘lﬂ‘sij@dxsj@dxsl(
3 H=1 u=lp, I
=31 |<e
H=1
wegeng, <@ . istM,, OM
=>M

m=m(n,£)

= ‘M&m

a...

\ M, ,ist Vereinigung endlich vieler disjunkter Intervalle

£,n+l

£,n+l

=>M, = UM ¢, = Vereinigung abzéhlbar vieler disjunkter
n=1

Intervalle J,, J,, J,,...

Fiir festes n[IN sind die Intervalle J,,...,J, in einem festen M, , enthalten.

Da|M,,

<e =Y|se
v=l
Da das [n gilt=> i|JV| <e
v=l

Sei N :={x O I‘(¢n (x))nDN ist divergent}

= N UM, = N wird von abzihlbar vielen Intervallen der

Gesamtlinge < £ tiberdeckt.
Da das ¢ gilt= N =Nullmenge

limg (x) fir xOI\N
f(X)iz{””" )
0 fur xON

= (@, ) konvergiert f.ii. gegen f= f OL (1) 1

Sei fOL(I), g = ffiiaufI

:>gDL(I) undjfdx:Igdx
1 1
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Beweis:

L. Fall: f,g0L (1), ¢,/ fLiL
:jfdx=1imj¢ndx=jgdx
1 1 1

2.Fall: f=f~f, mit f,, f, 0L (1)
Dag, = f, +(f — g) ist fast iiberall gleich f,
:>g2DL mltJ.gzdx Ifzdx

§=h-fh- f+g

=fi-(f+(r-g))

=fi-8=fi—-f, f..
:gDL(I)undesistIgdx:Ifldx—jfzdx:_[fdx

Seien f,gOL(I), AOR
a) f+gOL(I undj f+g)dx= jfdx+jgdx

1

b) AfOL(1 undj)lfdx Ajfdx
AberL(I) isteinR —VR. WegenT (1) U L(I)hatL(I) die Dimension oo .
a) Seif =f~fg=g g mitf.gOL ()

= f+g=(fi*+a)-(fi+g) mit fi+g 0L (). f,+g, 0L (1)
:f+gDL(I)undes gilt:

[freax=[fi+gdx=[f+g dx
1 1 1

=Iﬁdx+jgldx—jf2dx—jg2dx
(jfldx jfzde{jgldx Igdej
:Ifdx+jgdx

Sei f,gOL(I)

a) fzgf.u.:jfdxzjgdx

I

b) f20fi=[fdx=0

Beweis:

a) trivial
b) Spezialfall von a)
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Beweis:

Sei fOL(1)

Oe>0 [g,hOL (I),s0dass f =g ~h, h=0und [hdx <&
1

Sei f =g, —hund g, h DL (I)irgendwie
Seiy, OT (I) monoton wachsende Folge mit limjgl/n dx = J. h, dx

Seie>0 = ONONmitO< [/ dx~[¢, dx<e
1 1
= firh, :=h -y, gilt:
b
b OL (), b, 20f. mit [h,dx <&

firg, =g, —¢, gilt:
& OL (I)und f =g~ =(g,+@y)=(h-¢,) =g, ~h,
Seih:=h, g=g,+(h—h,)
=>h=0
h und h, unterscheiden sich nur um eine Nullmenge

= gund g, unterscheiden sich nur um eine Nullmenge
= g,h0L (I)und [hdx = [h,dx <g
1 1

g§=h=g,-h=f
Treppenfunktion — L" —Funktion — Integral — Differential von L'

— L - Integral — monoton wachsende Folge von L —Funktionen - ...

Sei f, OL (I ) monoton /" Folge mit beschriinkter Integralfolge [I 1, dxj
nON

I

= [F OL (1) mit

a) limf, (x) = f (x) L.
b) lim [ £, (x)=[fdx

1

Sei [ f,dx<M On

1

Sei (¢n,k )kDN monoton /” Folge aus T (I) mit limj.¢n+k dx = If" dx
~*T 1

Seip, := max (¢j’k) O7(1)
(¢n )nDN ist monoton /" Folge von Treppenfunktionen
Fast iiberall istg, <¢. < f, [j<n

=@, <[, %
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= [¢,dx<[f,dxsM  On
I 1
Satz 3= [ OL (1) mitlimg, = f f.ii.
Aus Definition=> lim j ¢ dx = j fdx
~®Y T

Firj2nistg, <@,

Ldsst mann — o gehen, so folgt: f, < f f.u.
dh. f, < f OxUOI\N,; mit N, =Nullmenge

Sei N :UN ; Nullmenge
j=1
= f,<f LUI\N
= f,<ffi. %*=¢,<f <f OnONfi. Yo
limg, = f f.u.

Y = lim f, = f f.il.

n-o

zu b)
W0 = [g,dx< [ fdx< [ fdx

Dayfgj@dx:jfdx - yfgjfndxzjfdx
1 1

1 1

Konvergenzsatz von Levi
Sei ( fn) monoton steigende Folge von Funktionen

f,0L (I ) und beschrinkter Integralfolge [I 1, dxj
1 nN

= FOL()mit 1) limf, = f f.i.
2) lim [ f dx = fdx
~%7 I
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