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Beweis: Genügt zu zeigen: ( )nϕ konvergent f.ü. 
(Satz 3)

 0
n

ϕ ≥Œ  

 
n

ϕŒ ist Unendlichkeitsstelle links- oder rechtsseitig stetig 

 Sei 0K > , so dass dx
n

I

K nϕ ≤ ∀∫  

 Für 0ε > sei ( ), :
n n

K
M x I xε ϕ

ε
 = ∈ ≥ 
 

 

 Angenommen: ,nM ε ≠ ∅  

  ,nM ε⇒ besteht aus endlich vielen disjunkten  

        Teilintervallen ( )1,..., ,mI I m m n ε=  

   
1 1

dx dx
n m

n n

I I

K
I K

µ

µ
µ µ

ϕ ϕ
ε = =

≤ ≤ ≤∑ ∑ ∫ ∫  

  ,

1

:
m

m
M Iε µ

µ
ε

=

⇒ = ≤∑  

  wegen 1n n
ϕ ϕ +≤ ist , , 1 ...

n n
M Mε ε +⊆ ⊆  

   , 1 ,\
n n

M Mε ε+⇒ ist Vereinigung endlich vieler disjunkter Intervalle 

   ,

1

: n

n

M Mε ε

∞

=

⇒ = =∪ Vereinigung abzählbar vieler disjunkter  

   Intervalle 1 2 3, , ,...J J J  

 Für festes n ∈ℕ sind die Intervalle 1,..., n
J J in einem festen ,mM ε enthalten.  

 Da ,nM ε ε≤     
1

n

Jν
ν

ε
=

⇒ ≤∑  

 Da das n∀ gilt
1

Jν
ν

ε
∞

=
⇒ <∑  

 Sei ( )( ){ }: ist divergentn n
N x I xϕ

∈
= ∈

ℕ
 

  N M Nε⇒ ⊂ ⇒ wird von abzählbar vielen Intervallen der  

         Gesamtlänge ε≤ überdeckt. 

 Da das ε∀ gilt N⇒ = Nullmenge 

  ( )
( )lim für \

:
0 für

n
n

x x I N
f x

x N

ϕ
→∞

∈= 
∈

 

 ( )nϕ⇒ konvergiert f.ü. gegen f ( )f L I
+⇒ ∈  

 

 

Satz 4: Sei ( ) ,f L I g f∈ = f.ü. auf I 

  ( ) und dx dx
I I

g L I f g⇒ ∈ =∫ ∫  
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Beweis: 1. Fall: ( ), , nf g L I fϕ+∈ ր f.ü. 

   dx lim dx dx
n

n
I I I

f gϕ
→∞

⇒ = =∫ ∫ ∫  

 

 2. Fall: ( )1 2 1 2mit ,f f f f f L I
+= − ∈  

   Da ( )2 2:g f f g= + − ist fast überall gleich 2f  

   ( )2g L I
+⇒ ∈ mit 2 2dx dx

I I

g f=∫ ∫  

   ( )( )
1 2

1 2

1 2 1 2 f .ü .

g f f f g

f f f g

f g f f

= − − +

= − + −

= − = −

 

   ( )g L I⇒ ∈ und es ist 1 2dx dx dx dx
I I I I

g f f f= − =∫ ∫ ∫ ∫  

Beweis: a) Sei ( )1 2 1 2, mit ,i if f f g g g f g L I
+= − = − ∈  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2mit ,f g f g f g f g L I f g L I
+ +⇒ + = + − + + ∈ + ∈  

  ( )f g L I⇒ + ∈ und es gilt: 

   

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 1 2

dx dx dx

dx dx dx dx

dx dx dx dx

dx dx

I I I

I I I I

I I I I

I I

f g f g f g

f g f g

f f g g

f g

+ = + − +

= + − −

   
= − + −   
   

= +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

Beweis: a) trivial 

b) Spezialfall von a) 

 

 

Satz 5: Seien ( ), ,f g L I λ∈ ∈ℝ  

  a) ( )f g L I+ ∈ und ( )dx dx dx
I I I

f g f g+ = +∫ ∫ ∫  

  b) ( ) und dx dx
I I

f L I f fλ λ λ∈ =∫ ∫  

 Aber ( )L I ist ein −ℝ VR. Wegen ( ) ( )T I L I⊂ hat ( )L I die Dimension ∞ . 

Satz 6: Sei ( ),f g L I∈  

  a) f g≥ f.ü. dx dx
I I

f g⇒ ≥∫ ∫  

  b) 0f ≥ f.ü. dx 0
I

f⇒ ≥∫  
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Beweis: Sei 1 1f g h= − und ( )1 1,g h L I
+∈ irgendwie 

 Sei ( )n T Iψ ∈ monoton wachsende Folge mit 1lim dx dx
n

n
I I

hψ
→∞

=∫ ∫  

 Sei 0 Nε > ⇒ ∃ ∈ℕmit 10 dx dx
N

I I

h ψ ε≤ − <∫ ∫  

  ⇒  für 2 1:
N

h h ψ= − gilt: 

  ( )2 2, 0h L I h
+∈ ≥ f.ü. mit 2 dx

b

a

h ε<∫  

   für 2 1:
N

g g ψ= − gilt: 

  ( )2g L I
+∈ und ( ) ( )1 1 1 1 2 2N Nf g h g h g hψ ψ= − = + − − = −  

 Sei ( )2 2 2: , :h h g g h h
+= = + −  

  0h⇒ ≥  

 h und 2h unterscheiden sich nur um eine Nullmenge 

  g⇒ und 2g  unterscheiden sich nur um eine Nullmenge 

  ( ),g h L I
+⇒ ∈ und 2dx dx

I I

h h ε= <∫ ∫  

  2 2g h g h f− = − =  

 
Treppenfunktion Funktion Integral Differential von

Integral monoton wachsende Folge von Funktionen ...

L L

L L

+ +→ − → →
→ → → − →

 

Beweis: Sei dx
n

I

f M n≤ ∀∫  

 Sei ( ),n k k
ϕ

∈ℕ
monotonրFolge aus ( )T I mit lim dx dx

n k n
k

I I

fϕ +→∞
=∫ ∫  

 Sei ( ) ( ),
, 1

: max
n

n j k
j k

p T Iϕ
=

= ∈  

 ( )n n
ϕ

∈ℕ
ist monotonրFolge von Treppenfunktionen 

 Fast überall ist ,j k j n
f j nϕ ϕ≤ ≤ ∀ ≤  

  
n n

fϕ⇒ ≤  

Satz 7: Sei ( )f L I∈  

 ( )0 ,g h L Iε +∀ > ∃ ∈ , so dass , 0f g h h= − ≥ und dx
I

h ε<∫  

Satz 8: Sei ( )nf L I
+∈ monotonրFolge mit beschränkter Integralfolge dx

n

I n

f

∈

 
 
 
∫

ℕ

 

 ( )f L I
+⇒ ∃ ∈ mit 

  a) ( ) ( )lim n
n

f x f x
→∞

= f.ü. 

  b) ( )lim dx
n

n
I I

f x f
→∞

=∫ ∫  
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  dx dx
n n

I I

f M nϕ⇒ ≤ ≤ ∀∫ ∫  

  Satz 3 ( )f L I
+⇒ ∃ ∈ mit lim

n
n

fϕ
→∞

= f.ü. 

  Aus Definition lim dx dx
n

n
I I

fϕ
→∞

⇒ =∫ ∫  

  Für j n≥ ist
nj n

ϕ ϕ≤  

 

 Lässt man n → ∞ gehen, so folgt:  
j

f f≤ f.ü. 

 d.h. \
j j

f f x I N≤ ∀ ∈ mit
j

N = Nullmenge 

 

 Sei
1

j

j

N N
∞

=

=∪ Nullmenge 

 \
j

f f j I N⇒ ≤ ∀ ∈  

 
j

f f⇒ ≤ f.ü.    
n n

f f nϕ⇒ ≤ ≤ ∀ ∈ℕ f.ü. 

 lim
n

n
fϕ

→∞
= f.ü. 

  lim
n

n
f f

→∞
⇒ = f.ü. 

 

 zu b) 

    dx dx dx
n n

I I I

f fϕ⇒ ≤ ≤∫ ∫ ∫  

 Da lim dx dx lim dx dx
n n

n n
I I I I

f f fϕ
→∞ →∞

= ⇒ =∫ ∫ ∫ ∫  

 

Konvergenzsatz von Levi 

Sei ( )nf monoton steigende Folge von Funktionen 

( )nf L I∈ und beschränkter Integralfolge dx
n

I n

f

∈

 
 
 
∫

ℕ

 

 ( )f L I⇒ ∃ ∈ mit 1) lim
n

n
f f

→∞
= f.ü. 

    2) lim dx dx
n

n
I I

f f
→∞

=∫ ∫  


