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Beweis:

(Konvergenzsatz)

Korollar 1:

Beweis:

& ( fn) monoton /" (sonst— )

E f,>0 On (sonst f, — f,)

Setze f, =0

( 1, ) konvergent i( f.- fn_l)konvergent, wobei alle( f.- fn_l) =0

n=1

Satz 7=> Fiir jedesn ON Og,, h, OL" (1)
mit f, = f,., = g, ~h,mith=0und [, dxszin
1

=8, f,=fiath20
Setzes =g, +..+g, ., t =h+.+h
— Die Folgen(s, ), (t,) sind monoton . s,,z, 1L" (1)
s, =1, = (g~ )+ *+(g,~h,)=
:fl_fg"'fz_fl LR Ml MR % ¢
=0

Die Zahlenfolge ( j t, dx] ist beschrinkt
1

nON

= Die Folge (J. s, dxj = I f,dx+ Itn dx ist beschrinkt
1 1

1

Satz 8=> [t 0L (), so dasslim s, (x) = s(x) f.i.. und lim [5, dx = ['sdx
1

n-o
1

n-oo n-o

lim¢, (x) =¢(x) .o undlime, dx = [ #dx
1
= lim f, (x) =lims, (x) —limz, (x) = s(x) —t(x) f.u.
lim [ £, dx =lim ['5, dx ~1im [1, dx = [ s, dx = [, dx = [ f dx mit f := s 1
1 1 1 1 1

1

Sei f, OL(1) OkON miti []£] dx beschrankt

k=17

00

= ka (x) konvergent f.ii. gegen ein f [ L(I)

k=1

undj.ifk (x)dx =ijfk (x)dx

7 k=1 k=11

Setzes,:= Y flund 1,:=)" f;
k=1 k=1

(sn ) und (tn ) sind monoton wachsende Folgen aus L (I )

mit [ I s, dxj und (J. t, dxj beschrinkte Zahlenfolgen
1

1

(denn I fldx< I| fk|dx und I fidx< I | £ dx|, also beschrinkt (Vgl. Vor.)
1 1 1 1
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jsn dx < Zn:j|fk|dx
k=17

= ! beschrinkte Zahlenfolgen )

jzndxszn:j|fk|dx

k=1 g

Konvergenzsatz von Levi= [ls, tDL( )mitlims =sf.i., lims =¢ f.4.

undhmJ.s dx = J.sdxundhmj.t dx = J.tdx

n-o n-o

1

hmek —hmZ( )—hms —hmt =s—t=f

Korollar 2: Fiir f [ L(I) sind dquivalent:
1) f=0 fi.

2) [|fldx=0

Beweis:  1)=2) f=0fi. =|f]=0 fi.
:>j|f|dx:j0dx:o

2)=1) j|f|dx 0 = Zj|f|dx 0

_11

Korollar 1 = z f konvergent f.ii.
k=1
Das ist aber nur moglich, wenn f = 0f.i. ist.

Konvergenzsatz von Lebesgnes
Sei f, 0L(I) OnON

Angenommen: 1) limf, - f L.
2) |f|=gOL(I)
=f DL(I) und es gilt:
lim [ £, dx = [lim f, dx
ﬁOO[ 7 n— o

=f

Beweis: Sei N :={x O1{lim £, (x) # f (x)} Nullmenge

n—o

Setze firxUI\N: g, (x) 1nf{ nﬂ Soio (x),} monoton /”
h,(x):=su { (x ) Fini (x),fn+2 (x),} monoton \y

Fiir x N setze: g, (x) =h, (x) =0

Aus ANA I= lim g, (x) =liminf f, ) =lim f, (x) = £ (x) f.d

lim /s, (x) =limsup f, (x )—hmf( )= 1 (x )

n—o
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Setzeu, , := nlin{fn,...,fn+k} DL(I)
Es gilt: ]lcll’E U, i Egn (x) f.i.
(un k) = monoton \y
Wegen—g<f <g n =>-g<u, <g Unk
:>—J.gdxs.|.un,k dxsj.gdx
I 1 I
Satz von Levi=> g, DL(I)
Analog sieht man: h, [ L(I )
Wegenjgldx Sjgn dx thn dx sj.hldx
U 1 1

1
-

< )

Satz von Levi:>fDL( )
undllmjg dx = jfdx hmJ.h dx = jfdx

wegenjg dx<jf dx<jh dx

%f_/ %,_/
Ifdx I_fdx

:lifgjfndx:jfdx:Ilimfndx
1 1 1

§ 14 Messbare Funktionen

fDL(I) - f=1 —f2mitDmonoton/'Folge¢n,¢/nDT(1) mit
1) limg = f fi.
limy, = f, fi.
2) lim[g,dx =] dx

lim [, dx = [ £, dx
1 1
= lir§(¢n -y,)=f fi.
Also: fOL(I) = OFolge(g,)OT (I)mitlimg, = f f.i.
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Definition: f:1 — Rmessbar: - [Folge ¢, DT(I ) mitlim¢, = f fast tiberall

SeiM (I ) :={messbare Funktion auf I}
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Saiz 1:  L(I)OM(I)

Satz?2:  Sei fOM (I)mit|f|< gOL(I)

= fOL(I)

Zeige etwas allgemeiner:

Satz 3:  Seien f, DL(I) Un
Angenommen: 1) lim f, = ff.i.
2) |f|£gf.ii. mit g DL(I)
= fOL(I)

Beweis: Seig, :1 — Rdefiniert durch
g(x) £, (x)>g(x)
g, (x) =<1 (x) falls —g (x) <f, (x) <g (x)
~s(x) £, (%)
Also: g, = max(—g,min(fn,g)) DL(I)
Offenbar ist| gn| <g Un
undlimg, = max(—g,min(fn,g)) = ffi.

Konvergenzsatz von Lebesgnes = f [1L (I )

Seien f, g DM(I)
= f+g, [l max(f.g), min(f.g). £, f.|f|OM (1)

Beweis:  fOM(I): 0¢,07(I): limg, =f f.i.
gOM(1): DOy, OT(I): limy, =g f.i.
:>¢n +l//n’ ¢n Iﬂ/nDT(I)
mit 1im(¢n+(//n)2f+g f.ii.
lim(g, E}/n)gf@ f.i.
Sei fOM (I)mitf #0 f.ii.
1
Setze g (x):= f(x)

irgendwie

= g0OM (1)
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Beweis: Seig, DT(I) mitlim¢ = f f.i.
1

Setze, (x):=1 4, (x) falls ,(x) %0
b i g -

= ((//n ) Folge von Elementen aus T (I ) mitlmy, = g f..
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