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M(I):Z{f:l - R‘DFOlge @, DT(J) mit },if2¢" =f fu}

Satz 6:  Seien f, OM (I)mitlim f, = f f.ii.

= fOM(I)

+00

2 2 g
Beweis: SeigDL(I)mitg(x) >0 Ox0O[7 (gibt’s immer, [ =R : f =¢ :J.e_x dX:\/7_T)

Seih, =8 i 8 = Y
g+|f|

n—o

Satz 4= h, OM (I)

Cx 017 mit £, (x) () =2 e )5]]; (’;))“ < fnq(]x)‘ 9 _ g(x)
Lx O 7 mit f, (x) =0: h, (x) :0<g(x)

Satz 2= h,0L(I) On

Wie fiir 4, zeigt man, dass |h| <g (nweglassen)

Lebesgnes’scher Konvergenzsatz= hJL (I )

h hat dasselbe Vorzeichen wie f = h [l]f | = |h| Lf
=gf=gh+|f|h=gh+f0H

= f(g-|H)=gh = f= gi}ihl am (1)

S —
>0

[

fDM( ) g:R - Rstetig

= gofOM(I)

Beweis: Seig, DT(I) mitlim¢, = f f.i.
=go9, DT(I)und}liE}goqﬁn( ) = go}zlm¢ ( ))gof(x)f.ii. O

g stetig
SeipUR, p=1
(1) :={ foMm(1 )“ f|"OL(1 )} (wichtigster Fall: p =2: quadrat-integrierbare Funktion)
L ()= om (A1)
Satz 2besagt:fDM(I)mit|f|S g DL(I) = fDL(I)

insbesonderefDM(I) |f|s|f|DL(1) = fDL(I)
= L'(I)=L(I)
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Satz §: L’ (I ) ist ein R — Vektorraum

Beweis: Seien f,g U L" (I), allR
zz.: 1) afdr’ (I)
i) f+g0OL (1)

p
dx

zu i) ist klar, denn.[|a'f|p dx =|a|” “f
1 1

zuii)Satz4= f+gOM (I)und|f +g|OM (I)
Satz 7= |f +¢|" OM (I)
wegen|f +g| <] +|g| < 2max | /] |¢]
= |7+l <27 max (1] Jof')
1)
Satz 2= |f +g|"OL(I)
dh. f+g0L (1)

In Analysis I hatten wir die p-Norm auf R” definiert.

A, =($r)

und hatten die Holder-Ungleichung:
2lon|sld, B, BeyOR”

xOR":

fir p,qg 2 lundl+l =1
P q
und daraus die Minkowski-Ungleichung gefolgert:

o < I, +Io,

e+

Ziel: Fiihre auf I? (I ) eine Norm ein, so dass ” (I ) zu einem XXXRaum wird.

Dazu: Holdersche Ungleichung: Fiir p,g >1 mitl +l =lund fOL° (I), grr (I) gilt:
P q

Jp
[‘]_ﬂgr dx

1

Ja

fOL(I)und

jf@dxsﬂfﬂﬂdxs

I

j|f|pdx

I

Beweis: (genau wie fiir R")
Nach Satz 2 geniigt es, die 2. Ungleichung zu beweisen

E A::j|f|pdx >OundB:=J.|g|qu >0
1 1

(A=0 = f =0f.ii. Kor2 zu Satz von Levi= | f (3| :Of.u.:j|f [%|dx = 0f.ii.)
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Korollar:

Beweis:

Analysis I §3 Lemma 9:
p,q>1mitl+l:1, x, yUOR,
q

P 9

TV ATV /S R A4 Vi L Uy A A I 1
=lrml=(lr) er) s o B A
SatzZ:f@DLl( )

l’d +_

1A D3 J.|f

Y
J.|fg|dx<— L DB J-||dx—

%,_/ %,_/
A B

| Jr Ja
{iegrat{pra)“fpre

=1
Wie in Analysis I erhélt man aus der Holder-Ungleichung
die Minkowskische Ungleichung:

)} )}

o Vo o
Uf, gDL” 1st(“f+g| dx] S(“ﬂpdx] +U|g|pdx]

Jo
Definition:  Of 0L/ (1) sei f], := ( [l de

Hm]/ ist Norm auf dem Vektorraum L/ (1)

[

zz: 1) ||f]| 20 Ofund|f]| =0 = f=0fi.
i) s, =1A[g,
» *lel,

zui) Ist Korollar 2 aus Satz von Levi

(s o) -

zu 1i1) Minkowski-Ungleichung

Zu ii)

Bemerkung: Streng genommen ist||[ﬂ]p keine Norm auf L” (I ) , sondern ist Norm auf dem

Quartartem—VR: L’ (I ) / ~wobei f ~g <= f=gfli.
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Satz 9: r’ (I ) ist ein Barrachraum???

Definition: Ein normierter Vektorraum heift vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge aus V
konvergent gegen ein Element aus V ist.

( 1, ) heifit konvergent (im Sinne der Norm) gegen f
Cauchy-Folge: f - f

Ein XXX ist ein vollstindig normierter Vektorraum.

Beispiel: dimV <o,

= (V,

[[pirgendeine Norm

[n]) ist ein XXX
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