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— 5 —Kriterium der Stetiokeit
Sei f:X - Y Abbildung metrischer Riume. Aquivalent sind fiir x, 0X :

(1) fiststetigin x,
(i) O&e>0 [00>0,sodass gilt:
d(f(x).f(x))<e  OxOX mit d(x,x) <0

O
Beweis: (1)=(i1) Angenommen f stetig in x,, d.h. lim f (x) =f (x(,)

Angenommen (i) gilt nicht, d.h.:
e>0,sodass J0>0 [kOX, sodass

d(x,x,) <8, aber d(f(x).f(x))=ze

Insbesondere: Zu 0 = 1 Ck, mit d (xn,xo) < l,
n n

aber d(f(x,).f(%))ze O

= limx, = x,

(1) :>1imwf(xn) =f(x0) Q\ zul]
(il))=(@{1) Angenommen (ii) gilt:
Sei (xn )nDN Folge in X mit lijg X, =X,
z.Z. limwf(xn) = f(xo)
Oe>0 [bo0>0, sodass d(xn,x0)<5
i) =d(f(x,).f(x))<e
= [NONmit d(x,,x,))<d Oh=N
=d(f(x,).f(%))<e Dn=N
dh. lim £ (x,) = £ (x)
Beispiel: f:X - R, x,0Xdefiniert durch f ( ) (x xo)lst stetig auf X
Beweis: Sei yOOX und £>0. Wihle 0=¢
Sei d(x,y)<d=¢
z.7. ‘f(x)—f(y)‘<£
Aber: ‘f(x)—f(y)‘=‘d xxo) ( x)‘s (x,y)
(well d(x xo)sd( y)+d(y,x0))

Seien f :X - Y (nDN) und f:X - Y Abbildungen metrischer Raume.

Definition: Die Folge ( 1, )nDN konvergiert gleichmifig gegen f
i 0e>0 ONVON,sodass d(f,(x)-f(x))<e OnzN OrOX
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Satz 11: Angenommen: (1) f :X - Ystetig UnN

2) ( fn)konvergiert gleichmifig gegen f

= f ist stetig

Beweis: Sei x, UX
z.Z. fstetigin x,
Sei £>0, da ( 1, ) gleichmiBig konvergiert LIV LIN, so dass

d(fn(x),f(x))<§ xOX, n=N
da f, stetigin x,ist [0 >0, so dass
d(fN(x),fN(xO))<§ OxOX mit d (x,x,) <3

= OxOXmit d(x,x,) <J gilt:

a (£ ()£ () S d(F () S ()4 (i (). fy () + (o () f ()
< E + 5

Satz 12: Sei f:X - Y Abbildung metrischer Rdume .
Fiir x, X sind dquivalent:

(1) fstetigin x,
(i1) Zu jeder Umgebung V von f (xo) existiert eine Umgebung U von
X,,sodass f (U) gv

0

Beweis: (1)=(@{1) Seifstetigin x,und V Umgebung von f (xo)
= [e >0, so dass B(f(xo),f) ov
Nach &-0 —Kriterium 00 >0, so dass
d(f(x).f(x))<e OxOXmitd(x,x)<d
f(x)DBI(If(xO),é‘) xDBI(IxO,J)
< f(B(xo’J)) D B(f(xt))"g)
Also: Fiir U = B(x,,0) gilt f (U) O B(f (x,).€) 0V

(ii))= (1) ist auch das &— 0 —Kriterium

Satz 13: Aquivalent sind fiir f:X - Y
(1) fist stetig

(i) Das Urbild ' (V) jeder offenen Menge V in Y ist offen in X

(Definition: Eine Abbildung f:X - Y topologischer Raume heil3t stetig, wenn (i1) gilt.)
<10>
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Beweis:

Korollar:

Beispiel:

Beweis:

Definition:

Definition:

()= @) Sei f:X - YstetigundV U Y offen.
z.Z: (V) offen
Sei x, 0 f ' (V) beliebig: z.Z. £ (V)ist Umgebung von x,
DaV Umgebung von f (x(,) , gibt es nach Satz 12 (ii) eine Umgebung
U vonx,mit £ (U) OV
=UOf" (V)= £ (V)Umgebung von x,
= £ (V) offen
(ii)=> (i) Angenommen: Ist V O Y offen, so ist auch ' (V) [ X offen
Sei x, X beliebig: z.Z. f stetig in x,
Ist V. Umgebung von f (xo) = [offene Menge V,
mit f (x,) OV, 0V
(i)=U = £ (V,)offen
Da x, 01U = U Umgebung von x, mit f ([U) 0v
Satz 12=> f stetig in x,

Aquivalent sind
(1) f:X 5 Y stetig
(11) Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge von Y ist abgeschlossen
inX.

Sei X metrischer Raum, f : X - Rstetigundc R
= U:={xDX‘f(x) <c} offen

A :={x DX‘f (x) = c} abgeschlossen
U=r" ((—OO,C))und(—OO,c) offen in R
A= f7"(c)undcOR abgeschlossen

Sei X metrischer Raum, A 0 X
Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (Ui )iD]I von offenen

Teilmengen U, von X mit A [ U U,
i
A heiBt kompaktinX :- zu jeder offenen Uberdeckung (Ui )iD]I von A gibt es
endlich viele i,...,i, I, so dass
A0U, 0..00,
Man sagt: Jede offene Uberdeckung besitzt endliche Teiliiberdeckungen
(Heine-Borel-Eigenschaft)

<1 1>
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Satz 14:

Beweis:

Bemerkung:

Beispiel:

Satz 15:

Beweis:

O
Sei (x" )nDN Punktfolge im metrischen Raum X und lim x, = x,

n—o

= Die Menge A :{x” |n 0 N} [ {xo} ist kompakt.

Sei ([Ul. )ﬂI offene Uberdeckung von A
Dax, UA= L, Ul mitx, U,

DaU, offen undlimx, = x,

n-o

VUN,sodass x, UU,  Unz2N
AuBerdem liegt jedes x, UU, fiirein j, I

=A0U0 00U, 0..00, 0UU,
A=A \{ xo} ist nicht notwendig kompakt

A= {1|n DN} OR
n

UIZ(E,ZJ,U,IZ(L, ! j n=2
2 n+l n-1

= (U, ),y offene Uberdeckung von A

Jedes U, enthilt genau einen Punkt von A”
= [ endliche Teiliiberdeckungen, d.h. A" nicht kompakt

Seien a, <b UR fir v=1,...,n

= Der abgeschlossene Quader Q :2{()«71 s, ) OR"|a, <x, < b‘,,} ist

Sei ([Ul. )ﬂI eine offene Uberdeckung von Q

Annahme: Q ldsst sich nicht durch endlich viele U, liberdecken

Wir konstruieren mit Induktion Folge abgeschlossener Teilquader
0=0,00 009,,..fir die gilt:
(i)  Q, kann nicht durch endlich viele U, iiberdeckt werden

(i) diam(Q, )= Zimdiam (0)
Sei m=0und Q, bereits konstruiert
Seietwa: Q =1 xI,x..xI
wobei I abgeschlossene Intervalle in R sind.
Zerlege I in 2 abgeschlossene Intervalle der halben Lénge
Setze fiirs, =1,2
Qm(sl ) = Hl(s‘) X...X]In(s")

Wir erhalten 2" abgeschlossene Quader mit

<12>
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2

U Qm(sl ,...,s,l) — Qm

Sy seenSy =1

DaQ, nicht von endlichen [J vielen U, iiberdeckt werden kann, EQm(s‘ """ W)

das nicht von endlich vielen U, iiberdeckt werden kann.
Setze Q,, = Qm(s1 """ )

Schachtelungsprinzip = [k, X mitx, JQ, UmUN
Da (U, ), Uberdeckung von Q = iy DI mitx, 0U,
DaIUl.0 offen e >0, so dass B (xo, 5) O Uio

Seim so groB3, dass diam(Qm) <&

Dax,00, =0, 0B(x.£)00U, DQX

<13>



