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Satz 16: Jede kompakte Menge A eines metrischen Raumes X ist beschrinkt und

abgeschlossen.

Beweis: L. Behauptung: A beschrinkt
Beweis: Seix,UX, X = U B(xo,n)

nON

= Also X offene Uberdeckung von A
k
Definition=> [h,,...,n, UN, so dass A [ UB(xO,ni)

i=1

Sei N := max (nl,...,nk)

= A0 B(x,,N), d.h. A beschréinkt

II. Behauptung: A abgeschlossen
Beweis: z.Z.: X\ Aoffen.
Sei x X\ Abeliebig

Firn=>1seiU, ::{y DX‘d(y,x) >l}

n

U, offen und es gilt:

OUn =X\{x} 04

n=1

k
Def: = [h,,...,n, UN, so dass A [] UIU,”

j=1
Fir N := max (nl,...,nk)gilt:

ADU,
= B(x,N)OX\U, OX\A

I
offen in X\A = X\ A offen.

Satz 17: X =metrischer Raum, K [J X kompakt

A U K abgeschlossen = A kompakt

Beweis: Sei ([U,. )ﬂI offene Uberdeckung von A

z.Z. Uendliche Teiliiberdeckung
X\ Aoffen und es gilt:
(x\4)OJu, =x0K

ian

Da K kompakt, Uendlich vielei,,...,i, OI, so dass
KO(X\A)OU, 0..00,
A0U, 0.00, ]
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Satz von Heine-Borel:Fiir A [J R" sind dquivalent:

(i) A kompakt
(i1) A abgeschlossen und beschrinkt

Beweis: (i)=(i1) Das ist Satz 16
(ii)= (1) Sei A [J R" abgeschlossen und beschrinkt
Da A beschrinkt, [Jabgeschlossener Quader Q [J R" mit
AOQ
Satz 15= Q kompakt
Satz 17= A kompakt

Satz 18: Sei f : X - Y stetige Abbildung metrischer Raume

K O Xkompakt= f(K) O Y kompakt

Beweis: Sei ([U,. )MD]I offene Uberdeckung von f (K )

Satz13

f stetig = ( (U i))iD]I offene Uberdeckung von K

K kompakt= [, ...,i, , so dass K [J Lka_l (Uiv)
= f(K)O f(@f"l (Un)] =L]iJf(f" (v,))=Uw,

Satz 19: Sei X kompakter metrischer Raum, f : X - IR stetig
= f ist beschrinkt und nimmt ihr Maximum und Minimum an.

f (p) =sup{ f (x)|x O}
() =inf{ s (x)|xOx}

(d.h. p,¢OX mit{

Beweis: Satz 18= f (X) [ R kompakt
Heine-Borel = f (X) beschrinkt und abgeschlossen
Da f(X) O R beschrinkt=> sup(f (X)), inf (£ (X)) sind endlich
Definition von sup=> , 0 7 (X) mitlim x, =sup(f (X))

Satz6 |

f (X) abgeschlossen = ]11mm x, =x,Uf (X)
Analog fiirinf (f (X))
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Satz von Bolzano-Weierstral3:
Sei A kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X und

(xn )nDN (beliebig) eine Folge von Punkten in A.

= UTeilfolge (x”k )kDN , die gegen einen Punkt von A konvergiert.

Beweis: (indirekt)
Angenommen: Keine Teilfolge von (xn) konvergiert gegen einen Punkt von A
= Jeder Punkt x [] A besitzt offene Umgebung U , in der nur endlich
viele x, liegen.

(denn falls in jeder Umgebung von x liegen unendlich viele Punkte von (xn)

nON °
so konnte man Teilfolge konstruieren, die gegen x konvergiert.)

Gil:AOJU,
x0A

Da A kompakt, Uendlich viele y,,...,y, 1A, so dass
AO0U, 0O..00,

Jedes der U enthilt nur endlich viele x,

= A enthilt nur endlich viele x,

= (xn ) besitzt konstante Teilfolge ix

Definition: Eine Abbildung f : X — Y metrischer Raume heilt gleichmiBig stetig, falls
Oe>0 [b0>0, sodass
d(f(x),f(x')) <&  [Oxx' mitd(x,x') <0

Satz 20: Sei f : X - Y stetige Abbildung metrischer Rdume und X kompakt

= f gleichméBig stetig

Beweis: Seie>0
Da f'stetig in X = zu jedem £ X D(f) >0, so dass

a(r)r(@)<3  onoB(Er(e)
U B(E,%r(f)j 0 X kompakt

=0,....6 UX, so dasstJB(Ej,%r(Ej)J OX
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. 1 .
Se15:=§mm(r(g‘1) ..... r(fk))
Seien weiter x, x DXmltd( x') <J
2.Z. d(f(x).f(x))<e
UD{I ..... k} sodassxDB(Ej% (Ej)j
:x'DB(fj,r(fj))

& &

d.h.d(f(x),f(fj))<5, d(f(x'),f(fj))<§

a(F (s (<)) < a(r (. 7()) a1 ()5 (x)) <E 4=

§2 Kurven inR”

Definition: Seil [J R Intervall (endlich oder unendlich)
Eine Kurve in R" ist eine stetige Abbildung f :1 — R"

F(x)=((x)s 1, (1))

Klar ist: fstetig = f,..., f, : I - Rstetig
Die Kurve f = ( Siseens fn) :I - R"heiBt differenzierbar

i< fi,.... f, I — R sind differenzierbare Funktionen

Beispiele: (1) SeiaOR", vOR"\{0}

R - R”
f :{ Gerade inIR"
t—>vtta

durch den Punkt @ mit Richtungsvektor v

{[0,277] .
2) a>0, b>0 f:
tl—)(acost,bsint)

=Ellipse mit Hauptachsen a, b

= (a cos t,bsint,t)
(4)  f:I - Rstetige Funktion aufI O R A BT, =X

R - R’ . : :
3 f: Schraubenlinie iiber einer Ellipse

o=l Graph
F = tH(t,f(t)) raph von f
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(7
Ist f'(¢) 20, so heiBtf—() der Tangenten-Einheitsvektor in t

@)
ey 0

Definition: Gilt fiir eine Kurve f :T - R" f (tl) =f (tz) mitt, <t,, so heif3t

f (tl) Doppelpunkt der Kurve

Beispiel: R - R?
:{tl—> (t2 -1,7 —t)
= f(=1)=(0,0)= 1 (1)
also (0, 0) ist Doppelpunkt von f
£1(r) = (263 -1)
S f(1)=(22)
7(1)=(2.2)

Also: Eine Kurve kann in einem Doppelpunkt mehrere Tangentenvektoren
haben.

Behauptung: f (R) ={(x, y)OR? ‘yz =x +x2}
or (e —t)2 =1 =2 +1°

I
X+ x2 =(t2 —1)3 +(t2 —1)2 =10 =3 43 =14 =2 1= =2 + 1

Beweis:

Definition: Sei f :I — R"stetig differenzierbare Kurve
f heiBt reguldr, falls f'(¢) 20 OrOR

fheiBt singuléir in 7, falls £' () =0
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R R,
= (tz,t3) Y
f'(1) =(2t,3t2) >
insbesondere f' (O) = (0, 0)

Beispiele:  Neilsche Parabel: f :{

d.h. 0 ist singuldrer Punkt
f(R):{(x,y)DRZ‘f:f} f()=1(x)

Seif:[a,b] - R"Kurveunda =1, <t,<..<t, =b

Sei weiter f (tl._l), f (tl.)die Gerade, die f (t,._l)und f (t,. ) verbindet [ (tz)

= f(to),f(tl),f(tl),f(tz) ..... f(tk_l),f(tk)ist ein Polygonzug in R" f (tl)
Seine Linge ist: P, (to ..... tk) = Zk:Hf (tl.) -f (t,._l)H

f(a)=f (1)
Definition: Eine Kurve f :[a,b] — R"heift rektifizierbar mit der Linge L
i« 0e>0 [0 >0,so dass fiir jede Unterteilung ¢, <t, <...<t, der Feinheit< o

Mit anderen Worten: Linge von f= Grenzwert der Liange von Polynomziigen,
falls die Feinheit gegen O geht.
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