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Definition: Eine Kurve [ ]: , n
f a b →ℝ heißt rektifizierbar mit Länge L 

 : 0 0    ε δ⇔ ∀ > ∃ > , so dass gilt: 

  Für jede Unterteilung 0 1 ...
k

a t t t b= < < < = der Feinheit δ≤ gilt: 

    ( ) ( )1

1

k

i i

i

f t f t L ε−
=

− − <∑  

 

Lemma: Sei [ ]: , n
f a b →ℝ stetig differenzierbar 

 0 0  ε δ⇒∀ > ∃ > , so dass 

  
( ) ( ) ( )f t f

f t
t

τ
ε

τ
−

′− <
−

 [ ], ,t a bτ∀ ∈ mit 0 t τ δ< − <  

 

Beweis: 1. Fall 1n =  
(des Lemmas)

  [ ]: ,f a b′ →ℝ stetig differenzierbar auf kompaktem Intervall [ ],a b  

  f ′⇒ gleichmäßig stetig auf[ ],a b , d.h. 0 0  ε δ∀ > ∃ > , so dass gilt: 

  ( ) ( ) ,  f t f tτ ε τ′ ′− < ∀ mit t τ δ− <  

  Seien nun [ ], ,t a bτ ∈ mit 0 t τ δ< − <  

  Nach MWS ( ),s t τ∃ ∈ , so dass 

   
( ) ( ) ( )f t f

f s
t

τ
τ

−
′=

−
 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f

f t f s f t
t

τ
ε

τ
−

′ ′ ′⇒ − = − <
−

 

 2. Fall n beliebig, ( )1,..., nf f f=  

  Bemerkung: Sei ( )1,..., n

nv v v= ∈ℝ  

     
2 2 2

1
1

1

... max max

n
n

n i i
i

i

v v v n v n v
==

⇒ = + + ≤ ⋅ =  

  Fall 1 0 0  ε δ⇒∀ > ∃ > , so dass gilt: 

   1,...,i n∀ =  

   
( ) ( ) ( ) ,   

i i

i

f t f
f t t

t n

τ ε τ
τ

− ′− < ∀
−

mit t τ δ− <  

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
max

Bem n
i i

i
i

f t f f t f
f t n f t n

t t n

τ τ ε ε
τ τ=

− − ′′⇒ − ≤ − < =
− −

 

Satz 1: Jede stetig differenzierbare Kurve [ ]: , n
f a b →ℝ ist rektifizierbar und für ihre  

 Länge L gilt: ( )  

b

a

L f t dt′= ∫  
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Beweis von Satz 1: Nach Satz über Approximation des (Riemann-)Integrals durch 

Riemannsche Summen (Vgl. Analysis I) gibt es zu 

vorgegebenem 0ε > ein 1 0δ > , so dass 

   ( ) ( ) ( )1

1 2

b k

i i

ia

f t dt f t t t
ε

−
=

′ ′− − <∑∫  

   für jede Unterteilung 0 1 ...
n

a t t t b= < < < = der Feinheit 1δ≤ . 

   Lemma⇒Zu 0  ε δ> ∃ mit 10 δ δ< ≤ , so dass gilt: 

    Hat die Unterteilung 0 1 ...
k

a t t t b= < < < = Feinheit δ< , so gilt: 

    
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2
   

i i

i

i i

f t f t
f t i

t t b a

ε−

−

−
′− ≤ ∀

− −
 

   ( ) ( ) ( ) ( )1 1i i i i i
f t f t t t f t− − ′⇒ − − −     

   
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

1 2

i i

i i i i i

i i

f t f t
t t f t t t

t t b a

ε−
− −

−

−
′= − − ≤ −

− −
 

          und         ⇒Für jede Unterteilung der Feinheit δ< gilt: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

12

2

bk

i i

i a

b k k k

i i i i i i i i

i i ia

b k k k

i i i i i i i i

i i ia

k

i i i i i

i

Ungl

i i

f t f t f t dt

f t dt f t t t f t t t f t f t

f t dt f t t t f t f t f t t t

f t t t f t f t

f t f t

ε

ε

−
=

− − −
= = =

− − −
= = =

− −
=

−

−

′− − =

   ′ ′ ′= − − + − − −   
  

′ ′ ′≤ − − + − − −

′< + − − −

≤ + −

∑ ∫

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑ ∑∫

∑
△

( ) ( ) ( )

( )

1 1

1

1

12 2 2 2

k

i i i

i

k
i i

i

t t f t

t t b a

b a b a

ε ε ε ε ε

−
=

−

=

′− − ≤

− −+ = + =
− −

∑

∑

�����

 

Beispiel: Sei
[ ]

( )

20,
0 :

cos ,sin
  f

t t t

ϕ
ϕ

 →> 


ℝ

֏
Einheitskreisbogen von 0 bisϕ  

 Es gilt: ( ) ( )sin ,cosf t t t′ = −  

 ( ) 2 2sin cos 1f t t t′⇒ = + =  

 ( )
0 0

1L f t dt dt

ϕ ϕ

ϕ′= = =∫ ∫  

 Insbesondere ist die Länge des Einheitskreises gleich 2π . 
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Sei [ ]: , n
f a b →ℝ Kurve und [ ],α β ⊂ ℝ Intervall 

Sei weiter [ ] [ ]: , ,a bϕ α β → bijektiv und stetig 

 [ ]: : , n
g f ϕ α β⇒ = →
 ℝ ist eine Kurve in nℝ mit Im Img f=  

Definition: Man sagt, g geht aus f durch die Parametertransformationϕ hervor. 

 Sindϕ und 1ϕ − stetig differenzierbar, so spricht man von einer  

 1
C -Parametertransformation. 

 Ist [ ] [ ]: , ,a bϕ α β → eine 1
C -Parametertransformation, so ist entweder 

  a) ϕ ist streng monoton wachsend 

   dann heißtϕ orientierungstreu 

 oder 

  b) ϕ ist streng monoton fallend 

   dann heißtϕ orientierungsumkehrend 

 

Beweis: Es ist 1 idϕ ϕ− =
  

 
( ) ( )( ) ( )

( )

1 1

0  

t t

t t

ϕ ϕ ϕ

ϕ

− ′ ′⇒ ⋅ =

′⇒ ≠ ∀
 

 ( ) 0tϕ ϕ′⇒ > ⇔  monoton steigend ... TRIVIAL! 

Wie hängt die Länge der Kurve von der Parametrisierung ab? 

 

 

 

 

 

 

 

Beweis: Für den Fall, dassϕ orientierungstreu ist, d.h. ( ) [ ]0 ,  ϕ τ τ α β′ > ∀ ∈  

  (für orientierungsumkehrend siehe Forster) 

Satz 2: Für eine 1
C -Parametertransformationϕ sind äquivalent: 

  (i) ϕ ist orientierungstreu (bzw. orientierungsumkehrend) 

  (ii) ( ) 0tϕ′ >  (bzw. ( ) 0tϕ′ < )  t∀  

 

Satz 3: Sei [ ]: , n
f a b →ℝ differenzierbare Kurve und 

 [ ] [ ]: , ,a bϕ α β → ein 1
C -Parametertransformation. 

  Dann gilt für g f ϕ= 
 : 

   ( ) ( )( ) ( )g t f t tϕ ϕ′ ′ ′= ⋅  

Die Tangentenvektoren von g in t und von f in ( )tϕ unterscheiden sich nur 

um den skalaren Faktor ( )tϕ′  

Satz 4: Sei [ ]: , n
f a b →ℝ stetig differenzierbare Kurve und [ ] [ ]: , ,a bϕ α β →  

 eine 1
C -Parametertransformation, [ ]: : , n

g f ϕ α β= →
 ℝ  

   ( ) ( )
b

a

f t dt g d

β

α

τ τ′ ′=∫ ∫  
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 ( ) ( ),   a bϕ α ϕ β⇒ = =  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )g d f d f d

β β β

α α α

τ τ ϕ τ ϕ τ τ ϕ τ ϕ τ τ′ ′ ′ ′ ′⇒ = =∫ ∫ ∫  

 ( )
bSubstregel

a

f t dt′= ∫  

 

§3 Partielle Differenzierbarkeit 
 

SeiU n⊂ ℝ offen. Betrachte Abbildung: 

 ( ) ( )1 1

:
,..., ,...,

U

n n

f
x x x f x x

→
 =

ℝ

֏
 

 Graph von ( ) ( ) ( ){ } 1

1: , , ,...,U
n

f n
f x y y f x x x x

+= Γ = ∈ × = = ⊂ℝ ℝ  

 f stetig ⇔ f ist als Abbildung metrischer Räume stetig 

 

Definition: f heißt im Punkt Ux ∈ partiell differenzierbar nach ix  

 ( ) ( ) ( )
0

: lim   
i

h
i

f x h e f x
f x

x h→

+ ⋅ −∂⇔ = ∃
∂

 

 Hierbei ist ( )0,...,0,1,0,...,0 n

ie = ∈ℝ der i-te Einheitsvektor 

 Ausgeschrieben ist 

 ( ) ( )1 1 1,..., , , ,...,i i i i nf x h e f x x x h x x− ++ ⋅ = +  

 

Bezeichnung: ( ) ( ) ( )( ):    
i

i i

f
x f x D f x

x x

∂ ∂= =
∂ ∂

 

  heißt i-te partielle Ableitung von f im Punkt x. 

Die i-te partielle Ableitung von f in x kann man als gewöhnliche Ableitung 

einer Funktion 1 Variablen auffassen. 

 

Sei ( )1,..., nx x x= fest inU und ( ) ( )1 1 1: ,..., , , ,...,i i i nf f x x x xξ ξ− +=  

 ⇒  ( ) ( ) ( ) ( )
0

lim
i i i i i

i
h

i

f x h f x df
f x x

x h dξ→

+ −∂ = =
∂

 

 ⇒  i-te partielle Ableitung von f in x = gewöhnliche Ableitung von
i

f in
i

x  

 

  ⇒  Für partielle Ableitungen gelten die üblichen Rechenregeln, d.h. 

Produktformel etc. 

 

Definition:  SeiU n⊂ ℝ offen 

 :Uf →ℝ heißt partiell differenzierbar,  

 wenn Ux∀ ∈ und 1,...,i n∀ = die i-te partielle Ableitung ( )
i

f x
x

∂
∂

existiert. 

  Dann ist :U
i

f
x

∂ →
∂

ℝ eine neue Funktion 1,...,i n∀ =  

( )
( )

t

dt d

ϕ τ
ϕ τ τ

=
′=

U

fΓ

U ⊂ ℝ
x

2x

1x

y

1x

2x


