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Definition: Eine Kurve f :[a,b] — R"heif}t rektifizierbar mit Linge L

re He>0 [05>0, so dass gilt:
Fiir jede Unterteilunga =1, <t, <...<t, = b der Feinheit <0 gilt:

Zuf(ti)_f(ti—l)H_L <&

Satz 1: Jede stetig differenzierbare Kurve f :[a,b] — R"ist rektifizierbar und fiir ihre

Linge L gilt: L= j”f’ (I)H dt

Lemma: Sei f: [a,b] - R"stetig differenzierbar
=0e>0 [bJ>0, sodass
t)— T
P00y

P <€ 0,7 0[a,b] mit0<|t -7 <&

Beweis: I.Fall n=1
(des Lemmas) f [a,b] — R stetig differenzierbar auf kompaktem Intervall[a,b]

= ' gleichmiBig stetig auf[a,b] ,d.h. 0e>0 00 >0, so dass gilt:
|F'()-r'(r)|<e Drrmit-1]<o

Seien nun ¢, 7 D[a,b] mit0 < |t - T| <J

Nach MWS [k U (t T) so dass

f()=1(7) _ = 1'(s)

-7
= I ) =) ()<
2.Fall nbeliebig, f =(f,.... f,)
Bemerkung: Seiv=(v1 ..... vn)DR”

:>||v||—\/v1 nEinax|v —\/_max|v|

Fall 1= 0&>0 [00>0, so dass gilt:

Ui=1,...n

f(tg:f(r) f,'(t)<% O, 7 mitft—7|<J
F-5(0) e o [F 05 | e
H P () \/_max P fi(t) \/Zﬁ_g
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Beweis von Satz 1:  Nach Satz iiber Approximation des (Riemann-)Integrals durch

Beispiel:

Riemannsche Summen (Vgl. Analysis I) gibt es zu
vorgegebenem € >0ein g, >0, so dass

ﬂ\f s - ZHf (5 =1)

fiir jede Unterteilunga =1, <t, <...<t, =bder Feinheit< 9.
Lemma=Zu&e>0 Omit0<d<9,, so dass gilt:
Hat die Unterteilung a =1, <t, <...<t, =bFeinheit< 9, so gilt:

f(ti)_f(ti—l) ' & .
H li =l - (E)HS 2(b-a) .

:>Hf (ti)_f(ti—l)_(ti _ti—l)f'(ti)u W
:|t,~-1 _ti|Hf(ti)_f(tH) _f'(ti)

t.—t.

i i-1

£
<—%
2

<lt, -1

2(b£—a)

% und ¥¢¥¢ = Fiir jede Unterteilung der Feinheit < J gilt:
S ()1 G-l =
| Il @l 1.) +(§Hf'(fi)”(é =127 0) —f(ri_1>\\j\
IO EO T EN ORI Do
<SSP -1 1)1 o)

IN

Es gilt:  f' (t) = (—sin t, cost)
:Hf'(t)”z sin’t+cos’t =1
¢ ¢
L =Nf'(t)”dt :Ildt =¢
0 0

Insbesondere ist die Lange des Einheitskreises gleich277.
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Sei f: [a,b] - R"Kurve und[a', ,8] 0 R Intervall
Sei weiter @ : [a, ,8] = [a,b] bijektiv und stetig
=g:=fog :[a’,,B] - R"ist eine Kurve in R" mitIm g =Im f
Definition: Man sagt, g geht aus f durch die Parametertransformation ¢ hervor.
Sind ¢ und ¢~ stetig differenzierbar, so spricht man von einer
C' -Parametertransformation.
Ist ¢:[a, ,3] - [a,b] eine C'-Parametertransformation, so ist entweder
a) ¢ ist streng monoton wachsend
dann heif3t ¢ orientierungstreu

oder
b) ¢ ist streng monoton fallend

dann hei3t ¢ orientierungsumkehrend

Fiir eine C'-Parametertransformation ¢ sind dquivalent:

(i) ¢@ist orientierungstreu (bzw. orientierungsumkehrend)

(i) ¢'(¢) >0 (bzw.¢'()<0) Ot

Beweis: Esistg™ 0@ =id

=(¢7) (¢() @ (1) =1
=¢'(t)20 Ot
= ¢'(t)>0 = ¢ monoton steigend ... TRIVIAL!

Satz 3: Sei f :[a,b] - R" differenzierbare Kurve und
¢:[a, IB] - [a,b] ein C' -Parametertransformation.
Dann gilt fiirg = fo@:
g'(0)=r' ()@ (1)
Die Tangentenvektoren von g in ¢ und von fin ¢ (t) unterscheiden sich nur

um den skalaren Faktor ¢’ (t)

Wie hingt die Linge der Kurve von der Parametrisierung ab?

Satz 4: Sei f :[a,b] - R"stetig differenzierbare Kurve und ¢ : [a, ,B] - [a,b]

eine C' -Parametertransformation, g :== fo@: [a', ,6’] - R”

I Oas=Jle (e

Beweis: Fiir den Fall, dass ¢ orientierungstreu ist, d.h. ¢’ (T) >0 OrQd [a, ,8]

(fiir orientierungsumkehrend siehe Forster)
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=>¢(a)=a, ¢(B)=b
= [l lar=[r (e)e (rNar =[|r (2 (r))# (r)ar

t=¢(7)
Substregel.[ ‘f )H dt dt — ¢r (T)dT
§3 Partielle Differenzierbarkeit
Sei U U R" offen. Betrachte Abbildung: A ’rf

JU-R
I x=(x1,...,xn)Hf(xl,...,xn) -p

Graph von f =T, :={(x,y)DUXR‘y = f(x),x=(x,....x, )} OR"™
fstetig < fist als Abbildung metrischer Rdume stetig

Definition: fheifit im Punktx U partiell differenzierbar nach x;

f(x+h@,.)—f(x) .

" o f ( ) h 0 h X2A
Hlerbel iste, = (0,...,0,1,0,...,0) O R"der i-te Einheitsvektor \
) ) UOR
Ausgeschrieben ist X )

f(x+h@i)=f(x1, S A A A ,xn)

Bezeichnung: gi( ) ——f( ) (: D.f (x))
X
heil3t i-te partlelle Ableitung von fim Punkt x.
Die i-te partielle Ableitung von fin x kann man als gewohnliche Ableitung

einer Funktion 1 Variablen auffassen.

Seix=(x1,. WX )festanundf( ) (xl, Xy € Xy ,x)
I f filx,) _d
= (et

= i-te partielle Ableitung von fin x = gewohnliche Ableitung von f,in x,

= Fiir partielle Ableitungen gelten die iiblichen Rechenregeln, d.h.
Produktformel etc.

Definition: SeiU [ R" offen
f:U - RheiBit partiell differenzierbar,

wenn Lx U und Ui =1,...,n die i-te partielle Ableitungai f (x) existiert.
X,

i

Dann istaif :U - Reine neue Funktioni =1,...,n
X.

L

<23>



