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R" - R
Beispiele: 1) r

X \/xlz +...+xn2 = ||x

Behauptung:  ristin R” \{0} differenzierbar und es gilt:

or X,
— = Ox # 0i=1,...
ox (x) r(x) x#0, Ui=1,..,n

Beweis:  Seienx,,..., x,_, X,,,,..., x, fest und wir betrachten:
FE) =+t x 2+ E +x, +o+x)

E&: ::féi. :.1. 25’ = Xi

ox, (x) df(xi) 2\/x12 +o .+ E x| r(x)

2)  Definition: F :R" - R wird definiert durch
X, X,...X,

falls x#0

0 falls x=0

Behauptung:  F ist partiell differenzierbar auf ganz R"
Aber F nicht stetig (in 0)

Beweis: (a) InR" \{O} ist F partiell differenzierbar:
Fiir x £ 0 gilt:

0 _G(XID]]]}”) 1
o )= = ()

O
_x O O,

2n 2n+2
r(x) r

(b) Fistinx =0 partiell differenzierbar

Flhe)-F(0
Beweis: a—F(O) = limM =
Ox, h=0 h
O O L4 [0 M
2n -() O
. h
=lim =
h-0 h
(c) Fistinx =0nicht stetig
Beweis: Sei (ak )kDN gegeben durcha, = (%,,%)
lim (a,) =0
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Definition:

Beispiel:

Beweis:

Definition:

Definition:

Beweis:

Wiire F in O stetig, so wiire %nEF (ak) =F (0) =0
Aber:

P .o k2
= lim F(a,) =00 20

o) e

SeiU U R"offen und f : U — R partiell differenzierbar

grad f (x):=0f (x) = [g_i(x),...,%(x)j

heifit Gradient von fim Punkt x.

it =53-{y -t

Seien f,g:U — R partiell differenzierbar
= f L} partiell differenzierbar und es gilt:

grad (f [g) =grad(f) g + f [grad(g)

Das gilt fiir partielle Ableitungen

Sei U O R" offen. Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung: v:U - R”"
U - R”

heifit Gradientenvektorfeld von f
x> grad f (x)

Insbesondere  grad f: {

SeilU O R" offen undv = (vl,...,vn) :U - R"ein stetig partiell

differenzierbares VF auf U .
(d.h. alle Komponentenfunktionen v, sind stetig partiell differenzierbar)

Die Funktion divv:= Z%heiﬁt Divergenz des VF v
i=1 0X;

SeilU UR"offenund f : U — R stetig partiell differenzierbar
undv:U - R"stetig partiell differenzierbares VF.

:>diV(fv) :<gradf,v>+f Eﬂiv(v)

0¥
Ox, (fvi) Ox, g+ Ox,

. "0 fVi _ 0 N ai
:>d1v(fv):;—gx )_;a—ivi+;fa—:

i i

=(grad f,v)+ f div(v)
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R"\{0} - R"
Beispiel: F X wo r(x) = ||x||

X —

r(x)
1, 0x,
di =y —L=1+..+1=
1V (x) ,Zz:' Gxi +...+ n

@@:Zﬁzdﬂz

1
SatzZ:div(fj: grad(lj,x>+ldiv(x) NR:| "/ __Ltor__
r

r r Ox, r* Ox,
X n 1 , n_n-1
= ——3’x +—:——3r +—=
r r r r r

, 1
:—i; Dgrad(—jZ—%
r r

r

Definition: SeiU U R"offenundk 21. f:U - R heiBt(k + 1) -mal partiell differenzierbar,
wenn f k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen

0 0| o
Ol<i, < =1,...k
ox, ( [axiz (axil (f)]D i,sn v

partiell differenzierbar sind.

Also: f:U - R2-mal partiell differenzierbar

= f undai,...,ai sind partiell differenzierbar
Ox, 0Ox

n

Sei f :U - R 2-mal partiell differenzierbar

2 2
Es existieren alsoa—f = i Gi unda—f = i Oi
Ox,0x, 0Ox, | Ox, Ox,0x,  0Ox, | Ox,

Frage: Sind sie gleich?

Definition: f:U — R heil3t k-mal stetig partiell differenzierbar,
wenn f k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der
Ordnung < £ stetig sind.

Sei f:U - R 2-mal stetig partiell differenzierbar
°f _ 0°f
Ox, 0x,  Ox, Ox,

1<i,i,<n

Beweis: Es geniigt die Gleichung an einer Stellea = (al,..., an) U U nachzuweisen.
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[} O
Indem wir die Stellena,,...,a 2y 5o, festhalten, geniigt es, die Gleichung fiir

i geee

_ (U SR
die Funktion: f : zu beweisen.
(xi , X, )|—> f(al,...,xl. yeens X ,...,an)
1 2 1 2

(E U OR? JU-R
B ey) = (o)

weiter(E a = (0,0) (Sonst dndere fum eine Translation ab)
DaU O R? offen, 00 >0, so dass

{(x, y)OR? Hx| <J,]y|< 5} OU (Quadrat um den Ursprung)
(-0,9) - R

X f(x,y)—f(x,O)

MWS = DfD]Rmit|E| <|x|, so dass

F, (x) F (O)

Y

Fiir|y| <JseiF, :{

x—Oy
= F (x)-F (0)=F (&§)& %

y

Nun ist F, () :%f(f,)’)_aixf(f,o)

=F,(¢)

MWS angewandt auf die Funktiong—f(f ,.) :
X

{(_5, 5) i R
L/

yo o (&.)

Liefert: L7 UR mit |/7| < |y| , so dass

0 0 ey 0
Ausvsund ¥t =
f(x3)= £ (x,0)=£(0,5)+£(0,0)= £, (x) = F,(0)

w(of _of j*ﬁii
-(ax(f,y) ax(E,O) Dc—ay axf(f,n)DcEy*

Andersherum: Wenden MWS an auf
{(—5, d) - R
GX
y f(xy)=£(0.y)
= 07 0R mit|7| <|y| mitG, (y) -G, (0) =G, (7) B
und weiter Elf OR mit‘f ‘ < |x| mit
0 0

f(x,y)-f(O,y)-f(x,0)+f(0,0)=aaf(5,/7)5@**

Aus¥% und ¥k = Ox, y mit x [ # 0 gilt:

2 00 ;.
el 1755, (67)
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Rotation:

Definition:

Beweis:

Definition

wobei E n und( )von X,y abhangen
Fiir(x, y) — (0,0) gilt auch (&.77) — (0.0) und(.77) - (0.0)
Da die partiellen Ableitungenii f und 990 f stetig sind
Ox 0 dy Ox
) 0 6

aaf( _Ea_f(o ,0)

Setzt man allgemein firl <i,,...,i, <n

akf _ a a 0
axil"'a‘xik - axil {axiz {”(axik (f)JJ

so erhilt man durch Induktion:

Sei U 0 R’offen undv: U — R’ partiell differenzierbare VF
Das VF rotv:U — R’ist definiert durch:

_(0v, 0dv, Ov, Ov, Ov, Oy
oty=| ———=, ——— —~—-——
Ox, Ox, Ox, Ox, Ox, Ox,

of of of
0x, 0x, 0x,

o9 009 009 09|
0x, Ox, Ox, Ox,  0x, Ox, Ox, Ox,

grad f = (

= rotgrad f =[

=(0,0,0)
U O R"offen und f:U — R 2-mal stetig partiell differenzierbar
of O |_~-0f
div grad div py— | =Y ——
af =divgrad f = (le ox, j kZ::‘ ox,”

aist Laplace-Operator

Sei C* (U) = { k - mal stetig partiell differenzierbare Funktion auf U}
=R -Vektorraum (dirn = 00)
a:C*(U) - €°(U) heiBt Laplace-Operator

Die DGL a f = 0heil3t Potentialgleichung.
Jede Funktion f mit a f =0hei3t harmonische Funktion.
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