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§4 Totale Differenzierbarkeit

In Analysis I §9 Satz 1:
f [a b] — R ist differenzierbar in x

< [k R und eine in x stetige Funktion¢/ : [a b] - letw( ) , so dass gilt:
Fx+)= f(x) e+ (x+8)F

< [lineare Abbildungc:R — R und eine in einer
Umgebung von 0 definierte Funktion ¢, so dass gilt:

F(x+8)=f (x)+cE +p(x) DEOV mity%%z

Beweis: ¢(f) :=(,[/(x+f)l§f
#(&) . #(é)_. _
:>lll’I(} |E| ?ﬂo?_?%(ﬂ(x-kf)_(ﬂ(x)
SeiU U R"offenund f : U — R" Abbildung
Definition: finx U (total) differenzierbar
.= [eine lineare Abbildung A: R" — R™und eine in einer

Umgebung V VOHO(D ]R”) definierte Abbildung@:V — R™, so dass
F(x+8)=7(x) *AG+9(8) (DEDV) %
4(¢)
=0

mit hm —”

Bzgl. der Standardbasen von R” und R" ist die Matrix A gegeben durch:
A= (aij)DM (mxn,R)

¢ a, -oa, \(§ " m
Isté=|: |,soist A& =| : I :(Z%Ejj
Jj=1 i=1

grn aml o amn grn
h ¢,
Ist f=|: |und@=|: |[sobesagty
fon b,

f(x+{) () Zaljf ¢(E) Oi=1,...m

Satz 1: Aquivalent sind fiir f =|: |:U - R", xOUOR"
i

1.  fist differenzierbar in x
2. f.istdifferenzierbarinx [i=1,....m
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Beispiel: C= (C,,) UM (n Xn,R) symmetrisch
R" - R n

7 {x = <x, Cx> - ,-;1 o
Behauptung: g ist differenzierbar mit x JR"
Beweis: q(x+£)=<x+E,C(x+E)>

= <x, Cx> +<x, Cf> +<E, Cx> +<f, CE>

=q(x)+(Cx.&)+(Cx. &) +4(¢)

=q(x)+a' LE+4(&)

mita :=2Cx, ¢(E) = q(f) = <E,Cg‘>

wegen H¢(5)H = H(E, C£>H < ||E|| [ﬂlC{” - Schwartzsche Ungleichung

<[¢ldeldel
e ()]

lim*———= =1lim||C =0

SeilU UR"offen f:U — R™inxUU differenzierbar
Also: f (x+&) = f (x)+ AF +4(&) mitA=(a, ) OM (mxn,R)

und@:V - R"mitlim 4 (E)

=0
<o ¢

Dann gilt:

a) fstetig in x
b) Alle Komponenten f; : U — R von f'sind in x partiell

differenzierbar mit gi (x)
X

i
Also: A ist gerade die Matrix der partiellen Ableitungen

Definition: D f := (%] hei3t das Differential der Abbildung f
i=1

oder die Jacobi-Matrix von f
oder die Funktionalmatrix von f

Beweis: a) %i{léAg: 0und£jy&¢(f) =0
¥ :>lfi£1(}f(x+f) = f(x)+0+0=f(x)
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Satz 3:

Beweis:

b) Fiiri =1,...,mist f, (x +&) = f,(x) + Zauf +¢,(¢)
mlth{% ”(”) 0
6f( ) f(x+he) f’(x)=lim h+¢i(hej)
6xj h h-0 h
¢, )=

SeilU UR"offenund f : U — R stetig partiell differenzierbar

= f total differenzierbar

Es geniigt die Behauptung an einer beliebigen Stelle x L1 U zu zeigen.
U offen und 00 >0, so dass B(x, 5) Oou

Sei & =(&....&, ) it <&

Seiz" = x+ZEvev firi =0,...,n

v=1
Also: 9=y
=y 4 &
2" und 2" unterscheiden sich nur in der i-ten Komponente
MWS (fiir eine Variable)= 106 [ (O,l) , so dass

f(z(i))_f(z(i‘l)) B P
£-0 " ox,

1

= 4 ()= () =g (2 4880

f (Z(H) + 9,»5,»6,»)

n

= f(x+&)-f(x) =Z(f(z(f))_f(z(i—1))) =

i=1
:Za%f(z““’ +80)¢

0 )
Setzt mana, =— f (x) , SO 1st
X,

1

f(-x+£)=f(-x)+iaifi+i(%f(z(i_l)+9ifiei)_aijl-_‘fi

#($) _

=0
iy

zu Zeigen: hm
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of

Da—— stetig in x, gilt:
Ox.

1

. [0 (i-1) _0 -
yyg(a—%f(z +5’ifi€l»)J—gf(x) =4

= hm(if(z(i_l) +9i£iei) _aij =0

¢-0{ Ox,
= lim / (E) =0
<0 < -
Korollar:  SeiU U R" offen und f : U - R stetig partiell differenzierbar
= f stetig
Beweis: ftotal differenzierbar = f stetig

Also:  fstetig partiell differenzierbar
= ftotal differenzierbar
= f partiell differenzierbar
Kurz:  fstetig differenzierbar < f stetig partiell differenzierbar

Kettenregel: SeiU L0 R", V JR" offen
g:U-R", f:V o Rmitf(V)OU
Anmerkung: g istin x U differenzierbar
fistiny=g (x) differenzierbar
= fog:U - R*inxOU differenzierbar und fiir ihr Differential gilt:

D(fog)=D(f(g(x)))De(x)
Beweis: SeiA::Dg(x)=(%(x)j' , BI:Df()’):{%()’)]“
z.7.: D(fog)(x)=BD4
g differenzierbar in x < g(x+$) = g(X)+Ag+¢(<()

mitlim ¢(£) =0
0 |4
f differenzierbar iny = g (x) e f (y +/7) =f (y) +Bn "iﬁ/(/?)
mitlimw(”) =0
<0l

Insbesondere gilt das fiir:
0= (x+8)-g(x) = A+ () Foir
= (£o8)(x+&)=f (g(x+&))= 1 (g(x)+n)
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Zr(st)+mrevt)
L(7 o) (x) + BAE + B (&) v (4 +6(2))
x(€)

z.7. hm () =0

0[]

Beweis: lim ( ) =0
&0 |
und LK >0, so dass
H¢ )H<K||<(|| 0¢ OUmgebung von 0

in ”(") 0 ¢(n) =7 B, (7)sevese
mlthmwl( )=O
= [ (ac+o(e)|=]ac +o (&) e (ac+0 (&)
< (lagl+{o (€)]) duer (A€ + ()]
< (Al + k€] (ag + 6 ()|
=lel(lal+ &) d (ag+ ()|
Ly M)y, B8 (A 49(8))
SN S I S A
=0+ (|4]+ K )limy, (48 +¢(¢))
=0 YK
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