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Kettenregel: SeienU [JR",V O R" offen,
(Spezialfall)

f{ “ R v differenzierbar mit g (U) 0V
. un =: . 1Irerenzieroar mi
yo () F x> y=g(x) )

m

= h:=fog:U - Rist partiell differenzierbar und es gilt:
a_h = N al ag]
ox, (x) Zay (8 () gm(x))BaT(x)

JEL Y i

Beweis: Dh( ) ( ))@dg (x)

g(x
0 )= {502 (s(4)
e

Bofx) o Ll

Dg(x)=

Matrizenmultiplikation = Behauptung

Definition: SeiU O R” offen mit
xO0Uundv OR" mit|v]| =1

D, f () =7 (e+0)]
f(x+tv)—f(x)

-0 -0

heifit Richtungsableitung von fin Richtung v.

Spezialfall: v=ei:>D‘,f( ) gﬁ:( ) Df( )

SeiU [J R" offen, f : U — R stetig differnzierbar
= Fiir x U und v = R" mit|v]| = 1 gilt:

D, f(x) :<gradf(x),v>

Bewe R - R”
EWCEIS: :
s g (1) = (x4 ) = (5 + e, +10,)

U offen= [l >0, so dass g ((—8, 5)) gu
> h=fog :(—8, 6’) - R differenzierbar

Kettenregel = D f(x) =%f(x+tv)|t:0 =%(O)
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=3 (s (0)) 5 (0) = 3 2 (+) 3 = £ ()

i=1

Bedeutung des Skalarprodukts: w
Sind0#v,wOR" und{ der Zwischenwinkel, so ist <v, w> = ||v|| [ww” [dos T

1%

Also: D, f( ) <v gradf >—||v|| [I]Jgradf )Hﬁtosﬂ
=|grad f X H Etos:?, wo & =Zwischenwinkel von v und grad f (x)

. |maximal, wenn cosd= 1 = =0
=D, f (x)lst

minimal, wenn cosd=-1 = I=7m1

=igrad f (x) ist die Richtung des stirksten Anstiegs von f

MWS: (fiir Funktionen f :U - R)

SeiU [J R" offen, f : U — R differenzierbar
Seix+nwU H0<r<1

= Or0(0,1) mit f (x+v) = f(x) =D f(x+1v) @

Beweis: g (t) =x+tv
_[[o1] - R
toh(1)=f (8 (1)) = 7 (4 0v)

MWS 1. Variable (Vgl. Analysis I)

= DTD(O,I) , SO dassw = h'(r)

— Df(t\c+rv)ﬁiﬁ(r)
f(x+v)—f(x) \ dt
Df(x+Tv)D>

c

Auf die Abbildung f : U — R™ ldsst sich der MWS in dieser Form nicht verallgemeinern.
Aber in anderer Form:
Sei f :[x, x+ v] - Rstetig differenzierbar, xUUR, v>0

MWS: x+v jf du—“f x+vt)Jdt@
Substitution: u=x+vt
du =vdt

Also der Wert von f" an der Stelle 7 wird ersetzt durch einen Mittelwert der Ableitung.
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Sei F := ( fl..)i:1 ,,,,, m1t Ji [a b] — Reine Matrix von Funktionen
j=l
Definition: j F(r)dt = ( [ £:(2) J
f=

Mittelwertsatz: (Fiir Abbildung f :U - R™)

SeiU [J R" offen, f: U — R stetig differenzierbare Abbildung
=Seix+n U 00<r<1

1
= f (x + v) -f (x) = (.[D f (x + tv) dtj [ (Matrizenmultiplikation)
0

Bewetis: Sei f =(f;,.r f,,)und g () = x+1v
n(e)=r(g() o] - R
h= (b, mith (1) = £,( (1))

Sei A =(a,) M (mxnR) =[A]= > Y |a,

i=l j=1

[a.b] -~ R"

t— gt

stetig differenzierbar

Lemma 5: Selg{

= j:g(t)dt Sjug(t)udt

a

b
Beweis: Seiu = I g (t) dtR" und K = ||u|| = (u, u>

:»Kz:<u,u>:<fg(r)dz,u>:z<g(z),u>dr J ::ng(t)H[ﬂ]u”dt

=Kiug(t)udt

:[g(t)dt

E K#0=>K =

< ;ﬂ‘g(t)udt
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Korollar:  SeiU [J R" offen, f : U — R" stetig differenzierbar
Seix+rw U [0<sr<1
M—sup HD]‘ X+t H

0=r<l

:>Hf X +t\/) flx H<M ﬂ]\H
Beweis:  MWS= |f (x+7)-f(x)|= (Df'x+w %) d Lm<mijx+rv ) G
1
< [ Gt o) ol
0
<M Oy
§ 5 Die Taylorformel
Abkiirzungen: Seien a= (a'1 ..... an) D(N D{O} )n

D, = i
Ox,
D" := D, D,
—
a; —mal

Firf:U - R |a'| -mal stetig differenzierbar, setzt man

D”f:D”D%Mm%f:—Jﬁz——
b ! Ox" ldx "

Firx = (x1 ..... xn) O R" setzt man

Voraussetzung: (;:(») P SeiU [J R" offen, f : U — R k-mal stetig differenzierbar
Seix+n U 00<r<1

[0,1] - R"

t|—>x+tv=g(t)=(g1(t) ..... gn(t))

{WHHR
t— fo g( ) f(x+tv)

Wir hatten: g {
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Lemma 1: Angenommen (;:x»)k

d*h 4
=
dt*

= Y D, D, f(x+r)D, O,

i ey =1

Zn:mﬂiDik D, f(x+mw)0, O,
W=l =l

Beweis: (Induktion nach k)
k=1
dh d KR &
- = o = D. !
G058 )= ED, () 1)
=3'D, f(x+n)
i =1
k=-1~>k:
Angenommen:
d"'n

dtk—l (t) = Z Dik—l Dm]D’l f(X+tv) H)il D:[I]i}ik—l

iy sy =1

d*h d <
= W(I):E( Z Dik—ll:m]]Dil f(X+tV)|jl}"1 DIIE}"MJ

ey =1

i =1 i ooy =1

K:R iDik ( i Dik—l DII]]Dll f ()C + ZV) D)il Dmik—l ]vik
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