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Voraussetzung: (%), : SeiU O R"offen, f:U — R k-mal stetig differenzierbar
Seix+wU [0<r<1

. :{[0,1] - R

t—=>x+ry

h:{[o,l] - R

t> fog(t)

Lemma2: Angenommen: (a})k gilt=> hist k-mal stetig differenzierbar und es gilt:

d*h k!
- - _DU a
e (t) ;a! f(x+tv)v

Hierbei wird tiber alle o = (al,...,a") D(N D{O} )n mit|a| =a,+..ta, =k

Summiert.

Beweis: Kommt in(il,...,ik) (1 <i,<n, v= 1,...,k)
der Index 1 genau @, -mal vor,

der Index 2 genau a, -mal vor,

der Index n genau &, -mal vor,
so ist nach §4 Korollar zu Satz 3
D, D, f(x+v)v, O, =D 0D, f (x+v)v," O™
K k-Tupeli,,...,i, von Zahlen1<i <n
a, e, !
bei denen die Zahl v genau @, -mal Vorkommt(v =L..,n;, a+..+ta, = k)

dkh Lemma 1 n
:W(t) = Z Dik D]]]]Dil f(x+tV)Vil D:I]E’ik =
i iy =1
k! a; Q, a Q,
T (e
al=k 1° nt

Definition: Die Taylor-Formel:
Angenommen: ({e)k gilt:

= DﬂD[O,l] ,so dass f (x+v)= ZD—V + Z Z I\ EY) e
a=k ! ol al
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[0.1] - R
t f(x+1)
nach Taylorformel (mit lagrangeschem Restglied) fiir

Funktionen einer Variablen ¢ (30 [O, 1] , so dass gilt:
k_pym) (0) +h(k+1)(z9)

n(1)=2

= oml (k+1)!

Beweis: Lemma2=h: { ist (k + 1) -mal stetig differenzierbar und

(fl'ir t= 1)

Lemma 2=
m! FE—e

h(k+1) (19) D“ f (X +tV) o

(k+1) & al

Korollar 1:  SeiU U R" offen, x JU, f:U — R k-mal stetig differenzierbar
Sei weiter 0 >0, so dass B (x 5) Ou
= [vUOB (x 5) gilt:

f(x+t) _ Z DY f(\) A +¢(v)

a=e al

() _

M

W0¢IB(\~'. ) - ]let¢(()) =0und hm

I H¢

Beweis: Taylor-Formel (firk —1)=Zu v [0 [O, 1] mit

~ D f(x) , D7 f(x+dv) ,
‘Mﬁ”_g; al v+; ar

< Df(x) . [ﬂf(x+&0—D”f@Qa

- ,;( al v ; _.0'(!) "

D f stetig=> lim7, (v) =0

Setze¢(v) = Z r, (v) v o= ¢(0) =0
o=k

bl _ ||

M I
= lim ‘ ‘— Z (

vo0 ||V|| vHO

a

und weiter

N
vHOZ‘ ‘” ||

<lim Y|, (v)|=0

jarl=k

IIVII
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Spezialfille:

Definition:

Definition:

1. k=1
Sei f:U - R 1-mal stetig differenzierbar, x L1 U, B(x, 5) Ou
D“ D¢
rleen)= 2 2L o 5 P g,
1)+ 2L o
= f(x) <gradf(x),v>+¢(v)
mit$(0)=0, lim ¢”(ﬁ) =0
vo0 |y
2. k=2
Sei f:U - R 1-mal stetig differenzierbar, x L1 U, B(x, 5) Ou
() = £ (x) #(erad £ ().} + z DL g
DD.
:f( ) <gradf >+ZD f 2+ z #f‘(x)vivj+¢(v)
= f (x) +(grad f (x).v)+ ZD,DJf( Jvy, +4(v)
£ () +(grad f(x),v>+%<v,DiDj £ () +6(x)
Hf(x) = Hess(f(x)) = (DiD_i f()c))ni’j:1

heifit die Hessesche (Matrix) von f'an der Stelle x

:>f(x)+<gradf(x),v>+%<V,Hf(x) @)+ (x)

ist die Taylorsche Formel fiir k = 2 mit ¢( ) Ound hm / (v) =0

=

UOR", f:U-R
x U lokales Minimum (lokales Maximum) von f
;= UUmgebung V = V(xo), so dass

f(x)zf(xo) UxOV

(f(x) < f(xo)) UxOV
Istf(x) =f (xo) nur fiir x = x,,
so heiBit x, ein isoliertes lokales Minimum (Maximum)
Lokales Extremum:=lokales Maximum oder Minimum
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SeiU U R"offen, f : U — R partiell differenzierbar

Hat f'in x, ein lokales Extremum
= grad f (x)=0 (=(0,0....,0))

Beweis: Seih, (t) = f(x0 +tel.) i=1,...,n
h, :(—8, 8) - Rdifferenzierbar
Hat flokales Extremum in x,, so hat s lokales Extremum in 0
Analysis I= 1 (0)=0 Oi
D, f(x)=h (0)=0 Oi dh. gradf(x,)=0

Definition: AUOM (n Xn, ]R) symmetrisch heil3t
Positiv definit = (x,Ax)>0  00#xOR"
Positiv semidefinit < (x,Ax)=0  [00#xOR"
< alle Eigenwerte von A sind>0bzw.>0
Negativ definit < wenn —A positiv definit ist

Negativ semidefinit < wenn —A positiv semidefinit ist
< alle Eigenwerte von A sind<0bzw.<0

A indefinit = A nicht positiv oder negativ semidefinit ist
< A hat positive und negative Eigenwerte

SeiU [J R" offen, f : U — R 2-mal partiell differenzierbar
x, OU mitgrad f (x) =0
a) IstH( f)(x, ) positiv definit

= f hat in x, ein isoliertes lokales Minimum

b) IstH ( f ) (xo ) negativ definit
= f hat in x, ein isoliertes lokales Maximum
IstH( f)(x, ) indefinit

= f hat in x,kein lokales Extremum

Beweis: a)=b)
SeiH ( f ) (x0 ) negativ definit
Betrachte: g=—-f

= H(g)(x,) =—H(f)(x,) positiv definit
a) = g hat ein lokales Minimum
= f hat ein lokales Maximum
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Vorlesung 9
9)
Sei H( f)(x, ) indefinit
z.Z. In jeder Umgebung U vonx, Ll,,y, D[Umitf(yl) < f(xo) < f()’z)
DaH( f)(x,)indefinit, OR"\{0} mit(v.H(f)(x,))=a>0
OvOR" \{0} mit(w.H(f)(x,))=b<0

Nach Taylorformel ist fiir kleine Zahlen ¢
1
f(xo +tv) = f(xo) +0+E<tv,H(f)(x0)tv> +¢(tv)
t2
= f(xo +3a +¢(tv)}
Falls ¢ hinreichend klein, ist ¢ (tv) < %tz
2 a,

t
- =2 f(x0)+3a—zt

:f(x0)+%t2 > f (%)
Analog: f(xo +tv) < f(xo)

<43>



