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Voraussetzung: ( ) :  
k

 SeiU n⊂ ℝ offen, :Uf →ℝ k-mal stetig differenzierbar 

   Sei 0 1U   x tv t+ ∈ ∀ ≤ ≤  

    

[ ]

[ ]
( )

0,1
:

0,1
:

n

g
t x tv

h
t f g t

 →


+

 →



ℝ

֏

ℝ

֏ �

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Beweis: Kommt in ( ) ( )1,..., 1 , 1,...,     k vi i i n v k≤ ≤ =  

  der Index 1 genau 1α -mal vor, 

  der Index 2 genau 2α -mal vor, 

   ⋮      ⋮     ⋮  
  der Index n genau

n
α -mal vor, 

   so ist nach §4 Korollar zu Satz 3 

   ( ) ( ) 1

1 1 1 1D D D D n

k ki i i i n nf x tv v v f x tv v v
ααα α⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⋅⋅ = ⋅⋅⋅ ⋅ + ⋅⋅⋅  

  
1

!
!

! !
  

n

k

α α
∃

⋅⋅⋅
k-Tupel 1,..., k

i i von Zahlen1
v
i n≤ ≤  

  bei denen die Zahl v genau
v

α -mal vorkommt ( )11,..., ; ...  nv n kα α= + + =  

   

( ) ( )

( )

( )

1 1

1

1 1

Lemma 1

,..., 1

1 1

1

D D

!
D D

! !

!
D

!

k k

k

n n

k n

i i i ik
i i

n n

k n

k

d h
t f x tv v v

dt

k
f x tv v v

k
f x tv v

α αα α

α

α α

α

α α

α

=

=

=

⇒ = ⋅⋅⋅ + ⋅⋅⋅ =

= ⋅⋅⋅ + ⋅⋅⋅ =
⋅⋅⋅

= +

∑

∑

∑

 

 

Definition: Die Taylor-Formel:  

  Angenommen: ( )  
k

gilt: 

  [ ]0,1ϑ⇒ ∃ ∈ , so dass ( ) ( ) ( )
1

D D

! !k k

f x f x v
f x v v v

α α
α α

α α

ϑ
α α≤ = +

+
+ = +∑ ∑  

 

 

 

 

Lemma 2: Angenommen: ( )  
k

gilt h⇒ ist k-mal stetig differenzierbar und es gilt: 

   ( ) ( )!
D

!

k

k
k

d h k
t f x tv v

dt

α α

α α=

= +∑  

  Hierbei wird über alle ( ) { }( )1,..., 0
n

nα α α= ∈ ∪ℕ mit 1 ... n kα α α= + + =   

  Summiert. 
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Beweis: Lemma 2
[ ]

( )
0,1

:h
t f x tv

 →
⇒ 

+

ℝ

֏
ist ( )1k + -mal stetig differenzierbar und 

  nach Taylorformel (mit lagrangeschem Restglied) für 

  Funktionen einer Variablen [ ]0,1 t ϑ∃ ∈ , so dass gilt: 

   ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

0

0
1 für 1

! 1 !
  

m kk

m

h h
h t

m k

ϑ+

=
= + =

+∑  

    Lemma 2

( ) ( ) ( )0 D

! !

m

m

h f x
v

m

α
α

α α=
⇒ = ∑  

     

( ) ( )
( )

( )1

1

D

1 !

k

k

h f x tv
v

k

α
α

α

ϑ
α

+

= +

+
=

+ ∑  

 

Korollar 1: SeiU n⊂ ℝ offen, , :U  Ux f∈ →ℝ k-mal stetig differenzierbar 

  Sei weiter 0δ > , so dass ( ), UB x δ ⊂  

  ( ),v B x δ⇒∀ ∈ gilt: 

  ( ) ( ) ( )D

!k

f x
f x v v v

α
α

α
ϕ

α≤
+ = +∑  

  wo ( ): ,B vϕ δ →ℝmit ( )0 0ϕ = und 
( )

0
0

lim 0
k

v
v

v

v

ϕ
→

≠

=  

 

Beweis: Taylor-Formel (für 1k − )⇒Zu [ ]0,1 v ϑ∃ ∈ mit 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1

:

D D

! !

D D D

! !
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r v

f x f x v
f x v v v

f x f x v f x
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α α
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α α α
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ϑ
α α

ϑ
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≤ − =

≤ =
=

+
+ = +

+ −
= +

∑ ∑

∑ ∑
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 D fα stetig ( )
0

lim 0
v

r vα→
⇒ =  

 Setze ( ) ( ) ( ): 0 0    

k

v r v v
α

α
α

ϕ ϕ
=

= ⇒ =∑  

 und weiter

1

1

1
1

n

n
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Spezialfälle:  

 1. 1k =  

  Sei :Uf →ℝ 1-mal stetig differenzierbar, ( ), ,U  Ux B x δ∈ ⊂  

  ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

D D

! !

f x f x
f x v v v v

α α
α α

α α
ϕ

α α= =
+ = + +∑ ∑  

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

D

1!

grad ,

n
j

j

j

f x
f x v v

f x f x v v

ϕ

ϕ
=

= + +

= + +

∑
 

   mit ( ) ( )
0

0 0, lim 0  
v

v

v

ϕ
ϕ

→
= =  

 2.  2k =  

  Sei :Uf →ℝ 1-mal stetig differenzierbar, ( ), ,U  Ux B x δ∈ ⊂  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

D
grad ,

!

f x
f x v f x f x v v v

α
α

α
ϕ

α=
+ = + + +∑  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

1 1

D DD
grad ,

2 1!

n
i ji

i i j

i i j n

f xf x
f x f x v v v v vϕ

= ≤ < ≤

= + + + +∑ ∑  

  ( ) ( ) ( ) ( )
, 1

1
grad , D D

2

n

i j i j

i j

f x f x v f x v v vϕ
=

= + + +∑  

  ( ) ( ) ( ) ( )1
grad , ,D D

2
i j

f x f x v v f x xϕ+ + +  

Definition: ( ) ( )( ) ( )( )
, 1

H : Hess : D D
n

i j i j
f x f x f x

=
= =  

 heißt die Hessesche (Matrix) von f an der Stelle x 

  ( ) ( ) ( ) ( )1
grad , ,H

2
f x f x v v f x v xϕ⇒ + + ⋅ +  

  ist die Taylorsche Formel für 2k = mit ( )0 0ϕ = und
( )

20
lim 0
v

v

v

ϕ
→

=  

 

Definition: , :U   U
n f⊂ →ℝ ℝ  

 Ux ∈ lokales Minimum (lokales Maximum) von f 

 ( )0: Umgebung  V V x⇔ ∃ = , so dass 

  
( ) ( )
( ) ( )( )

0

0

V

V

f x f x x

f x f x x

≥ ∀ ∈

≤ ∀ ∈
 

 Ist ( ) ( )0f x f x= nur für 0x x= ,  

 so heißt 0x ein isoliertes lokales Minimum (Maximum) 

 Lokales Extremum:= lokales Maximum oder Minimum 

 

 

 

 



  ≪ ≫

Analysis II 
Lange 

Sommersemester 2004 
Vorlesung 9  Mittwoch, 19. Mai 2004 

 

   

 
42 

Beweis: Sei ( ) ( )0 1,...,  i ih t f x te i n= + =  

 ( ): ,ih ε ε− → ℝdifferenzierbar 

 Hat f lokales Extremum in 0x , so hat
i

h lokales Extremum in 0 

 Analysis I ( )0 0  ih i′⇒ = ∀  

 ( ) ( )0D 0 0  i if x h i′= = ∀   d.h.    ( )0grad 0f x =  

 

Definition: ( ),A M n n∈ × ℝ symmetrisch heißt 

  Positiv definit , 0 0 n
x Ax x⇔ > ∀ ≠ ∈ℝ  

  Positiv semidefinit , 0 0 n
x Ax x⇔ ≥ ∀ ≠ ∈ℝ  

    ⇔ alle Eigenwerte von A sind 0> bzw. 0≥  

 

  Negativ definit ⇔ wenn –A positiv definit ist 

  Negativ semidefinit ⇔ wenn –A positiv semidefinit ist 

    ⇔ alle Eigenwerte von A sind 0< bzw. 0≤  

   

  A indefinit  ⇔ A nicht positiv oder negativ semidefinit ist 

    ⇔ A hat positive und negative Eigenwerte 

Beweis: a)⇒b) 

 Sei ( )( )0H f x negativ definit 

 Betrachte: g f= −  

   ( ) ( ) ( )( )0 0H Hg x f x⇒ = − positiv definit 

 a) g⇒ hat ein lokales Minimum 

 f⇒ hat ein lokales Maximum 

 

 

 

Satz 3: SeiU n⊂ ℝ offen, :Uf →ℝ partiell differenzierbar 

 Hat f in 0x ein lokales Extremum 

  ( ) ( )( )grad 0 0,0,...,0  f x⇒ = =  

Satz 4: SeiU n⊂ ℝ offen, :Uf →ℝ 2-mal partiell differenzierbar 

 0 Ux ∈ mit ( )grad 0f x =  

a) Ist ( )( )0H f x positiv definit 

 f⇒ hat in 0x ein isoliertes lokales Minimum 

b) Ist ( )( )0H f x negativ definit 

 f⇒ hat in 0x ein isoliertes lokales Maximum 

c) Ist ( )( )0H f x indefinit 

 f⇒ hat in 0x kein lokales Extremum 
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 c) 

 Sei ( )( )0H f x indefinit 

 z.Z. In jeder UmgebungU von 0 1 2,  Ux y y∃ ∈ mit ( ) ( ) ( )1 0 2f y f x f y< <  

  Da ( )( )0H f x indefinit,  { }\ 0n
v∃ ∈ℝ mit ( )( )0

,H 0v f x a= >  

     { }\ 0n
w∃ ∈ℝ mit ( )( )0

,H 0w f x b= <  

  Nach Taylorformel ist für kleine Zahlen t 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

1
0 ,H

2
f x tv f x tv f x tv tvϕ+ = + + +  

   ( )
2

0
2

t
f x a tvϕ 

= + + 
 

 

   Falls t hinreichend klein, ist ( ) 2

2

a
tv tϕ ≤  

   ( )
2

2

0
2 4

 
t a

f x a t→ ≥ + −  

   ( ) ( )2

0 0
4

a
f x t f x= + >  

   Analog: ( ) ( )0 0f x tv f x+ <  


