Analysis 11

Lange

Definitionen

Definitionen:A) Eine Topologie auf X ist ein System T von Teilmengen von X, fiir die gilt:

1) XOT, OOT
) U,VvOT=UnVOT

3) U,0UT L aus beliebigen Indexmengen = U[Ui gT

ior

Das Paar (X,T) heif3t topologischer Raum

U O X heift offen : = UOT
V O X heilit abgeschlossen: = X\V offen

B) Metrische Riume

Sei X eine Menge.
XxX 5 R

Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d :
(x, y) — d(x, y)

s.d. gilt Ux, y,z UX:

(1) d(x,y)ZO und (d(x,y):O - x:y)

(i1) d(y,x) =d (x, y)

(ii1) Dreiecksungleichung: d (x, y) <d (x, z) +d (Z, y)
Das Paar (X,d) heif3t metrischer Raum

Man schreibt kurz X statt (X, d )

C) Sei V ein R-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
V-R
|| || :{ fir die gilt:
v |
@) [|x] 20 und (Jx|=0 = x=0)
(i) 4] = Al
(i) e+ v <[+ BeyOV

Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (V, ||) wo V=R-Vektorraum

und || ||:V — R 1st Norm.

Definition: B (a, r) :={x O X‘d (a, x) < r} heilit offene Kugel um a mit Radius r.
U O X heiBt Umgebung von x = Cg>0s.d. B(x,£) 0 U.

Definition: Ein topologischer Raum (X, T) heif3t hausdorffsch, falls es zu je 2 Punkten
x#yOXUmgebungen U=U(x)undV=V(y) gibt, mit UnV=0.
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Definition: Sei (X,d) metrischer Raum, Y [J X Teilmenge x LI X hei3t Randpunkt von Y

< 1in jeder Umgebung von x liegt sowohl ein Punkt von Y als auch ein Punkt
vonX-Y.

O
Definition: limx =x0X:«< zu jeder Umgebung U von x [V N, so dass

x JU [0Onz=N
= 0e>0 OVON: d(x,x)<e On=N

Definition: Eine Folge von Punkten (xk ) (o €ines metrischen Raumes X heif3t

Cauchy-Folge, falls e >0 OVON,sd. d(x.x)<e,  OkI=N.

Definition: Ein metrischer Raum heif3t vollstindig, wenn in ihm jede C-Folge konvergiert.

Definition: Fiir A 0 X setze:
diam(A) = sup{d (x, y)

x,yU A}
=Durchmesser von A

A [0 X beschrinkt: < diam(A) < o0

Definition: Eine Abbildung f:X — Y metrischer Rdume heif3t stetig in x, X,

falls lim f (x)gf (xo)

X=Xy

|
d.h. Fiir jede Folge (xn)nDN mit limx, =x, gilt:

O
tim £ (x,)= £ ()
f heiBt stetig auf X < fistin jedem Punkt x, X stetig.

— 5 —Kriterium der Stetiokeit
Sei f:X - Y Abbildung metrischer Réume. Aquivalent sind fiir x, X :
(1) fiststetigin x,
(i) Oe>0 [00>0, sodass gilt:
d(f(x).f(x))<e  OxOX mit d(xx)<0

Definition: Die Folge ( 1, )nDN konvergiert gleichmifig gegen f
i 0e>0 ONVON,sodass d(f,(x)-f(x))<e OnzN OrOX

Definition: Eine Abbildung f :X - Y topologischer Rdume heift stetig, wenn (ii - Das
Urbild ™' (V) jeder offenen Menge V in Y ist offen in X) gilt.
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Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Sei X metrischer Raum, A 0 X
Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (Ui )M1 von offenen

Teilmengen U, von X mit A [ U U,
i0n

A heift kompaktinX := zu jeder offenen Uberdeckung (U,. )MI von A gibt es
endlich viele i,...,i, I, so dass
A0U, 0..00,

Man sagt: Jede offene Uberdeckung besitzt endliche Teiliiberdeckungen
(Heine-Borel-Eigenschaft)

Eine Abbildung f : X — Y metrischer Raume heil3t gleichmiiBig stetig, falls
Oe>0 [b0>0, sodass
d(f(x),f(x')) <&  [Oxx' mitd(x,x') <0

Seil U R Intervall (endlich oder unendlich)
Eine Kurve in R" ist eine stetige Abbildung f :1 — R"

7(0)= (£ (2).oen s, ()

Klar ist: fstetig = f,..., f, :I — Rstetig
Die Kurve f = ( Sioeeos fn) :I - R"heiBt differenzierbar

i< fi,.... f, I — R sind differenzierbare Funktionen

Sei f = ( Siseees fn) :I — R"differnzierbare Kurve. Fiir¢ O I heif3t
f(1)= (fl' (1), £ (t)) OR" der Tangentenvektor von f in t

"1
Ist f' (t) #0, so heiBtf—()der Tangenten-Einheitsvektor in t

@
e 10

Gilt fiir eine Kurve f: I —» R” f(tl) =f (tz) mitt, <t,, so heif3t
f (tl) Doppelpunkt der Kurve

Sei f:T - R"stetig differenzierbare Kurve
f heiBt reguldr, falls f'(1)20 OrOR

fheiBt singuléir in 7, falls £'(¢) =0
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Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Eine Kurve f :[a,b] — R"heift rektifizierbar mit der Linge L
i He>0 [0 >0,so dass fiir jede Unterteilung ¢, <t, <...<t, der Feinheit< o
gilt: [P, (t,...t,) - L| <€

Mit anderen Worten: Linge von f= Grenzwert der Linge von Polynomziigen,
falls die Feinheit gegen O geht.

Eine Kurve f :[a,b] — R"heif}t rektifizierbar mit Linge L

re  He>0 [00>0, so dass gilt:
Fiir jede Unterteilunga =1¢, <t, <...<t, = b der Feinheit < 0 gilt:

Zuf(ti)_f(ti—l)H_L <&

Man sagt, g geht aus f durch die Parametertransformation ¢ hervor.
Sind ¢ und ¢~ stetig differenzierbar, so spricht man von einer
C' -Parametertransformation.
Ist ¢:[a, ,B] - [a,b] eine C'-Parametertransformation, so ist entweder
a) ¢ ist streng monoton wachsend
dann heif3t ¢ orientierungstreu

oder
b) ¢ ist streng monoton fallend

dann heif3t ¢ orientierungsumkehrend

Sfheilt im Punkt x (U partiell differenzierbar nach x;

0 (x):l‘mf(ﬁhi")_f(x) 0

Sei U U R" offen
f:U - RheiBit partiell differenzierbar,

wenn Lx U und Ui =1,...,n die i-te partielle Ableitungai f (x) existiert.
X.

1

Dann istaif :U - Reine neue Funktioni =1,...,n
X,

SeiU O R"offenund f : U - R partiell differenzierbar

grad f (x) =0 (x) = (g—i(x),...,%(xﬂ

heifit Gradient von fim Punkt x.

Sei U [ R" offen. Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung: v:U - R”
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Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition

Definition:

U - R”

heifit Gradientenvektorfeld von f
x> grad f (x)

Insbesondere  grad f: {

SeiU O R" offen undv = (vl,...,vn) :U - R"ein stetig partiell

differenzierbares VF auf U .
(d.h. alle Komponentenfunktionen v, sind stetig partiell differenzierbar)

Die Funktion divv:= Z%heiﬁt Divergenz des VF v
i=1 0X;

SeiU U R"offenundk 21. f:U - R heiBt(k + 1) -mal partiell differenzierbar,
wenn f k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen

0 0| d
O1<i, < =1,...k
Ox, ( [6}@2 (axil (f)J]J i,Sn v

partiell differenzierbar sind.

Also: f:U - R2-mal partiell differenzierbar
e f n a—f,...,a—f sind partiell differenzierbar
Ox, Ox

n

f:U - RheiBt k-mal stetig partiell differenzierbar,

wenn f k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der
Ordnung < £ stetig sind.

Das VF rotv:U - R%ist definiert durch:

rotp=| O _Ovy v _Ovy Ov, 0Ov
Ox, Ox, ’ Ox, Ox ’ ox, Ox,

Sei C* (U) = { k - mal stetig partiell differenzierbare Funktion auf U}
=R -Vektorraum (dim = 00)

»:C*(U) - €°(U) heiBt Laplace-Operator

Die DGL a f = 0heil3t Potentialgleichung.

Jede Funktion f mit a f =0heif3t harmonische Funktion.

finx U (total) differenzierbar
.= [eine lineare Abbildung A: R" — R™und eine in einer
Umgebung V von O(D ]R”) definierte Abbildung@:V — R™, so dass

f(x+&)=f(x)+AE+¢(&) (DEOV)
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mit limM =0
0 |4]
Definition: D f := (gi] hei3t das Differential der Abbildung f
'xj i=l,...m

oder die Jacobi-Matrix von f
oder die Funktionalmatrix von f

Definition: SeiU U R"offen, f:U - R
xO0UundvOR" mit|v| =1

D, f (x) :% e[

e flarm)-f(x) : i
=lim heifit Richtungsableitung von fin Richtung

t-0 t—0

MWS: (fiir Funktionen f :U - R)
SeiU [J R" offen, f : U — R differenzierbar
Seix+rwU 00<r<1
= Or0(0,1) mit f (x+v) = f(x) =D f(x+ )

Definition: | F(t)dt=( [ £ (t)dtJ

Mittelwertsatz: (Fiir Abbildung f: U - R™)
SeiU [0 R" offen, f: U — R" stetig differenzierbare Abbildung
=Seix+n U 00<r<1

1
= f (x + v) -f (x) = (ID f (x + tv) dtj [ (Matrizenmultiplikation)
0

({i) - SeiU U R"offen, f:U - R k-mal stetig differenzierbar
Seix+rwU [00<t<1
{[0,1] - R
g:
t>xtt
{[o, 1] -R
h:

t> fog(t)

Definition: Die Taylor-Formel:

Angenommen: ({x») gilt:

k+1
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= DﬂD[O,l] , SO dassf(x+v) = ZMV" + Z MV”
|al<k al |al=k+1 al
Definition: H f (x) = Hess(f(x)) = (DiDJ. f(x)) .
heifit die Hessesche (Matrix) von f'an der Stelle x
1
= f(x)+<gradf(x),v>+5<v,Hf(x) EP>+¢(x)
ist die Taylorsche Formel fiir k =2 mit @ (O) =0undlim / (v) =0

, 2
= v

Definition: UOR", f:U - R
x, U lokales Minimum (lokales Maximum) von f
;< [JUmgebung V = V(xo), so dass
f(x)zf(xo) Ux0OV
(f(x) < f(xo)) UxOV
Ist f (x) =f (xo) nur fiirx = x,,
so heiBit x, ein isoliertes lokales Minimum (Maximum)
Lokales Extremum:=lokales Maximum oder Minimum

Definition: AUM (n xn, R) symmetrisch heil3t
Positiv definit = (x,Ax)>0  00#xOR"
Positiv semidefinit < (x,Ax)=0  00#xOR"
< alle Eigenwerte von A sind>0bzw.2>0
Negativ definit < wenn —A positiv definit ist

Negativ semidefinit < wenn —A positiv semidefinit ist
< alle Eigenwerte von A sind<0bzw.<0

A indefinit < A nicht positiv oder negativ semidefinit ist
< A hat positive und negative Eigenwerte

Man sagt: Falls F (x, g (x)) =0, so sagt man die Funktion g (x) wird durch die
Gleichung F (x, g (x)) = 0 implizit gegeben. g (x) hei3t implizite Funktion.

Definition: Die Kurven N, (c) ={(x, y) U IU‘ f (x, y) = c} heiflen
Hohenlinien (Niveaulinien) von f.

Angenommen:  fbesitzt in a ein lokales Maximum (bzw. Minimum)
mit der Nebenbedingung 4 =0

(d.h. OUmgebung V [ U von a, so dass f (a) >f (x)
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Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

(bzw. f(a)< f(x)xOV M)
= [MOR, so dass grad f (a) =A gradh(a)
A heifit Langrange-Multiplikator

SeiG ORxR™und f:G - R*stetig
Dann heiB3t y(") =f (x, VoV oo y("_l))

ein System aus k Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Eine Losung hiervon ist eine auf einem Intervall definierte Funktion
¢:1 — R"n-mal stetig differenzierbar, mit folgenden Eigenschaften:

i) Die Menge{ y, =" (x)‘(x, Yoseers Yoot ) DI XR™,0< v <11 —1}
ist in G enthalten.

ii) Es gilt¢(") (x) = f(x,¢(x),¢'(x),...,¢("_l) (x)) OxO1 .

SeiG ORxR*und f:G — R*eine Funktion.
f geniigt einer Lipschik-Bedingung mit Konstante L,
falls fiir alle (x, y),(x,5)0G

|f (% y)= f (x.5)< L0y - 7] gilt.
f geniigt lokal einer Lipschik-Bedingung, falls es zu allen (a,b) OG eine

Umgebung U von (a, b) gibt, so dass fin G n U einer Lipschik-Bedingung mit

einer Konstanten L;; geniigt.
Die DGL y' = f(x) g () () heiBt DGL mit getrennten Variablen.

y =a (x) y+b (x) heifit lineare DGL 1. Ordnung. (/) heif3t homogen,

fallsb =0, sonst inhomogen.

y=f (lj hei3t homogene Differenzialgleichung.
X
I0OR
a, ... a,
A= + . i S M(nxn,R) stetig, d.h. allea, : I — R stetig
anl ann

Dann heift y' = A(x) 3 homogenes lineares Differentialgleichungssystem.
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Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

bl
Seib=|: |:I - R"stetig
b

Dann heifit y' = A (x) B +b (x) inhomogenes lineares

Differentialgleichungssystem.

Ein Fundamentalsystem von Losungen der DGL y' = A(x) B ist eine
Basis (¢1,..., ¢n) des Vektorraums der Losungen L, .

¢li ¢11 o ¢1n
Losungeng, =|: |in Matrix® =| : :

¢ni ¢nl o ¢nn

det ® heiflit die Wronski-Determinante des Fundamentalsystems @ .
Jede Losung ¢ [J L,, ldsst sich als Linearkombination der Basis schreiben:

p=cp+..+cd,
G

p=0d, c=|:
c

n

Man kann auch @ als Losung auffassen:

' =(g.,...4,), AD=(Ag,,...AP,)
="' =AD

I O RIntervall,a, : I - K, 0<k <n—1stetige Funktionen.
Dann heift y") + a, (x) YO b+ a,(x)y +a,(x)y=0(1)
homogene lineare DGL 7n-ter Ordnung.

Ist auBerdemb: 1 — K stetig, so hei3it
W ra, (1)) 4, (1) y=b(x) 2
inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung.

Sei POC[T] und D=L
dx

P(D)=a,D" +a, D" +...+a, heiBt Differentialoperator n-ter Ordnung,
fallsa, #0.

Eine Abbildung von Funktionenrdumen nennt man einen OQperator.
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Definition:

(Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

Definition:

w, (M) =sup f(x) —inf f (x) =Ostzillation von f auf M
xOM X
Fiir &> 0ist K,; (x,) ={ x OR[|x—x,[< 4} )

W (xo) = }151 o (K 5 (xo) N [a,b]) heift Oszillation von fin x,

M [J R heif3t Nullmenge oder Menge vom MaB 0, wenn es zu jedem £ >0
hochstens abzihlbar viele Intervalle 7, gibt mit

H MO,

) Yl <e
Hierbei ist|IV| die Linge des Intervalls /,, also|IV| =b-a,
falls I, =(a,b), 1, =[a,b], 1, =(a,b]...

f:1 - R heil3t fast iiberall stetig,
fallsU ( f ) :={x my | f nicht stetig in x} ist Nullmenge.

Sei f, :[a,b] - R (nON), f:[a,b] - R
f, — f fast iiberall auf[a,b]
d.h. : = [UNullmenge N [J [a,b] , so dass

lim , (x)gf(x) OxO[a,b]\N

f, /" f fast iiberall auf[a,b]
:= f, — f fastiiberall auf [a,b] und ( 1, (x)) ist monoton wachsend [lx [J [a,b]

Analog: £, "\ f fast iiberall auf [a,b]
:= f, — f fastiiberall auf [a,b] und ( 1, (x)) ist monoton fallend [lx D[a,b]

@ hei3t Treppenfunktion auf /
1= [ein endliches Teilintervall[a,b] 17, sodass ¢‘[a,b] Treppenfunktion

und g|7\[a.b] =0

fOL(I),etwa f = g —hmitg =limg,, h=limy, f.i., (#,).(¢,) monoton
Wachsend

j f dx = hrnJ.¢ dx hm j (// dx Lebesgnes Integral von fiiber /
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