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Sei (V, ||) ein normierter Vektorraum. Durch

d(x,y) :=||x—y|| x, yOV

wird eine Metrik auf V definiert.

Mit anderen Worten: Jeder normierte Vektorraum ist ein metrischer Raum.

Sei (X, d ) ein metrischer Raum T := { offene Mengen in X}
(X, T) ist topologischer Raum.

Jeder metrische Raum (X,d) ist hausdorffsch.

Sei (X,d) metrischer Raum und Y [0 X.

(i) Y\OYist offen
(i) Y O OYist abgeschlossen
(iii) OY ist abgeschlossen

Fiir eine Folge (xk) mR", x, = (xkl,...,xkn)sind dquivalent:

kKON

O
(1) limx, =x=(X,...%,)

0
2) ]l(im X =X, v=1,...,n

Fiir eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X sind dquivalent:

(i) A istabgeschlossen in X

(i) Ist (xn )nDN eine Folge von Punkten x, JA

O
mit limx, =xUX =xUA

n-o

konvergiert in X = (xk) ist C-Folge

kON kKON

R"ist vollstandig.

Seien f:X - Y, g:Y - Z Abbildungen metrischer Riume und x, UX
Ist f stetig in x,und g stetigin y, = f (xo)
= gof:X - Ziststetigin x,.

Seien f,g:X - R stetige Funktionen auf metrischen Raum X.
= f+g: X5 R feg : X - Rstetig

Ist g(x)¢0 DxDX:i:X - R stetig
8
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Satz 11: Angenommen: (1) f :X - Y stetig UnN
(2) ( 1, ) konvergiert gleichmifig gegen f
= fist stetig

Satz 12: Sei f:X - Y Abbildung metrischer Rdume .
Fiir x, X sind dquivalent:
(1) fstetigin x,
(i1) Zu jeder Umgebung V von f (xo ) existiert eine Umgebung U von
X, , so dass f(U) ov

Satz 13: Aquivalent sind fiir f:X - Y
(i) fist stetig
(ii) Das Urbild £ (V) jeder offenen Menge Vin Y ist offen in X

Korollar:  Aquivalent sind
(1) f:X 5 Y stetig

(i1) Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge von Y ist abgeschlossen
nX.

O
Satz 14: Sei (xn )nDN Punktfolge im metrischen Raum X und lim x, = x,

n-o

= Die Menge A ={xn |n U N} 0 {xo} ist kompakt.

Satz 15: Seien a, <b UR fir v=1,..,n
= Der abgeschlossene Quader Q :={(x1,...,xn ) OR"

a, <x, < bv} ist kompakt

Satz 16: Jede kompakte Menge A eines metrischen Raumes X ist beschriankt und
abgeschlossen.

Satz 17: X =metrischer Raum, K [J X kompakt
A [J K abgeschlossen = A kompakt

Satz von Heine-Borel:Fiir A [ R" sind dquivalent:
(i) A kompakt
(i1)) A abgeschlossen und beschriinkt

Satz 18: Sei f: X - Y stetige Abbildung metrischer Raume
K U Xkompakt= f (K) 0Y kompakt

Satz 19: Sei X kompakter metrischer Raum, f : X — R stetig
= f ist beschrinkt und nimmt ihr Maximum und Minimum an.
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f(p)=sup{f (x)lx0%}

(d.h. Op,q OX mit
£ (q) =inf{ s (x)|x0x}

Satz von Bolzano-Weierstral3:

Satz 20:

Satz 1:

Lemma:

Satz 2:

Satz 3:

Satz 4:

Satz 1:

Sei A kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X und
(xn )nDN (beliebig) eine Folge von Punkten in A.

= [Teilfolge (xnk )kDN, die gegen einen Punkt von A konvergiert.

Sei f: X - Y stetige Abbildung metrischer Rdéume und X kompakt
= f gleichmiBig stetig

Jede stetig differenzierbare Kurve f :[a,b] — R"ist rektifizierbar und fiir ihre

Linge L gilt: L= ji”f' (I)H dt

Sei f :[a,b] - R"stetig differenzierbar
= 0e>0 00>0, so dass

t)— T
016

P <¢ Of,70[a,b] mit0<|t -7/ <J

Fiir eine C'-Parametertransformation ¢ sind dquivalent:
(1) ¢ st orientierungstreu (bzw. orientierungsumkehrend)

(i) ¢'(¢) >0 (bzw.¢'(¢)<0) Ot

Sei f :[a,b] - R"differenzierbare Kurve und
@ [a’, ,8] - [a,b] ein C' -Parametertransformation.
Dann gilt firg = fogp: g'(¢)= f'(¢(t)) ' (1)
Die Tangentenvektoren von g in ¢ und von fin @ (t) unterscheiden sich nur um
den skalaren Faktor ¢’ (t)

Sei f :[a,b] - R"stetig differenzierbare Kurve und ¢ : [a’, ,8] - [a,b]

eine C' -Parametertransformation, g := f o¢:[a, ,[)’] - R"
b B
Jlr@ae=]llg' (7)) ax

Seien f, g : U - R partiell differenzierbar
= f [g partiell differenzierbar und es gilt:

grad(f Eg) =grad(f)@+f@rad(g)
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Satz 2: SeiU [0 R" offen und f : U — R stetig partiell differenzierbar
undv:U — R"stetig partiell differenzierbares VF.

= div(fv) =(grad f,v)+ f Wiv(v)

Satz 3: Sei f: U - R2-mal stetig partiell differenzierbar
2 2

L 0 _ ¥

Ox,0x,  0Ox, Ox,

Ul<i,i,<n

Korollar 1: SeiU [J R" offen und f : U — R k-mal stetig partiell differenzierbar.
Dann gilt fiir jede Permutation o der Zahlen 1,...,k :
akj. - akj

Ox, ..0x, COx,..0x

i)

(i)

Korollar2: f:R’ 0 U - R 2-mal stetig partiell differenzierbar
=rotgrad f =0

5
Satz 1: Aquivalent sind fiir f =|} [:U - R”, xOUOR"

fn

1. fist differenzierbar in x
2. fist differenzierbarinx Ui =1,...,m

Satz 2: SeiU R"offen f:U — R"inx U differenzierbar
Also: f (x+&)=f(x)+ AL +¢(&) mitA= (%) OM (mxn,R)
undg:V - R” rnitlimM =0
0 |4
Dann gilt:
a) fstetig in x
b) Alle Komponenten f; : U — R von fsind in x partiell differenzierbar
mit% (x) =a,
X

i
Also: A ist gerade die Matrix der partiellen Ableitungen

Satz 3: SeiU [0 R" offen und f : U — R stetig partiell differenzierbar
= f total differenzierbar

Korollar: ~ SeiU U R" offen und f : U — R stetig partiell differenzierbar
= [ stetig
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Kettenregel: SeiU O R", V [ R"offen

Satz 4:

Lemma 5:

Korollar:

Lemma 1:

Lemma 2:

Korollar 1:

g:U-R" £:V o Rmitf(V)OU
Anmerkung: g istin x U differenzierbar
fistiny=g (x) differenzierbar

= fog:U - R*inxOU differenzierbar und fiir ihr Differential gilt:

D(f2g)=D(s(2(x)) s (x)

Sei U O R" offen, f: U - R stetig differenzierbar
= FirxUUundv =R" mit||v|| =1gilt:

D, f(x) =<gradf(x),v>

. {[a,b] R
Seig: stetig differenzierbar
tg(t)

jg(t)dt

a

=

< Jj”g(t)”dt

SeiU [J R" offen, f: U — R" stetig differenzierbar
Seix+rnU 00<r<1

M =sup Df X+t H
0=t<l1
= 7 (o)~ ()] <4 b

Angenommen( ) ,ailt:

dh .
dt

- Z[[[DZDik [D]]]Dil f (x +tV) E)il D]]E)ik

i=l =l

Angenommen: ( ) gilt=> hist k-mal stetig differenzierbar und es gilt:
h(k) z x + tv
o=t @
Hierbei wird iiber alle @ = (al ..... a,)0(NO{0}) mitja|=a, +...+a, =k

summiert.

SeiU U R"offen, xUU, f:U — R k-mal stetig differenzierbar
Sei weiter 0 >0, so dass B(x, 5) Ou
= OvOB(0,0) gilt:
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P =Y 20 g0

= a!
wog: B(0,5) - Rmit$(0)=0und }i§¢(i) =0
o M
Satz 3: SeiU [J R" offen, f : U — R partiell differenzierbar
Hat f'in x, ein lokales Extremum
= grad f (x)=0 (=(0,0....,0))
Satz 4: SeiU [J R" offen, f: U — R 2-mal stetig differenzierbar
x, DU mitgrad f (x,) =0
a) IstH ( f ) (xo) positiv definit
= f hat in x, ein isoliertes lokales Minimum
b) IstH ( f ) (xo) negativ definit
= f hat in x, ein isoliertes lokales Maximum
c) IstH( f)(x,) indefinit

= f hat in x, kein lokales Extremum

Satz 4: SeiU [J R" offen, f: U — R 2mal stetig differenzierbar
x, DU mitgrad f (x,) =0
a) IstH ( f ) (xo) positiv definit

= f hat in x, ein isoliertes, relatives Minimum

Satz 1: Angenommen:
1)  Fin(a,b)total differenzierbar
OF

2) a—(a,b) invertierbare Matrix
y

3) g:U, - R"stetigmitg (a) =b

=> g in a total differenzierbar und fiir die Funktionalmatrix gilt:

% ) :;("’_F(a,b)j_l O (a.0)

0x dy 0x

g_i(a) = (Z%;(“)L

()= )|

j=l,.k
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o far)=| )|

ayj i,j=1,...m
Satz 2: SeienU, OR*, U, OR" offen und F : U, xU, — R"stetig differenzierbar
Sei(a,b)0U, xU, mit
a) F(a,b)=0

b) %—F (a, b) invertierbare Matrix
y

= Uoffene Umgebungen V, [1 U, von a und V, 11 U, von b und stetige
Abbildung g : V, — V,mitF (x,g(x))=0 OxOV,
Fiir jedes x[J 'V, ist g (x) die einzige in V, liegende Losung von F (x, y) =0
Man sagt:  Die Abbildung g entsteht durch Auflosung der Gleichung
F (x, y) =0nach y.

Satz 3: Voraussetzungen wie in Satz 2
= DUngebung\?1 UV, von a, so dass

g auf 371 stetig differenzierbar ist

Satz 4: SeiU O R"offen und f: U - R"stetig differenzierbar
SeiaOU, b= f(a), y=f(x)
of

Angenommen: ™ (a) invertierbare Matrix
X

=  [offene Umgebung V [0 U von a und offene Umgebung V' von b,
sodass f : V - V'bijektiv und die Umkehrabbildung

g=f"":V' - V stetig differenzierbar
o 08y _(Of :
Bt % (0)= (a(g (b))j

Hilfssatz:  Sei U [J R™ beliebig
[a.b]xU - R

! {(x,y)w(x,y)

Sei Weiter( Vi )

stetig

kKON

Folge von Punkten in U mit %im ( Vi ) Ec uu
[Cl,b] - R

= Die Funktionen F, :
x— f (x,c)
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Satz 1:

Hilfssatz 2:

Satz 2:

Satz 3:

Satz 4:

Hilfssatz 3:

Satz 4:

SeiU [J R" beliebig
[a,p]xU - R

'{(x’y)Hf(x,y)
FﬁryDUsei¢(y):=jf(x,y)dx

@:U - Rstetig

stetig

I,J O R kompakte Intervalle
f:Ix]J - Rstetig, im 2. Argument stetig partiell differenzierbar
e = ¢y Ul y #c, cUJ

Definiere: F, (x) ::f(x, y) = f(xc)
Y —C

F(x) =D,f (x,c)

Dann konvergiert F, auf Il gleichmiBig gegen F.

I,J O R kompakte Intervalle
f:Ix]J - Rstetig, im 2. Argument stetig partiell differenzierbar

Sei¢(y):=j(x,y)dx (yDJ])

I

Dann istg : J 0 T3 R stetig differenzierbar und es gilt:

#' ()= D.f (x.y)dx

d b b d
Fiir jede stetige Funktion f gilt stets .[ .[ f (x, y)dx dy = .[ I f (x, y)dx dy

a c

Notwendig fiir S (¢) = Iiﬂr& S ((//) ist

(% D,L(1.4(1).¢' (t))j -D,L(1.$(1).¢' (1) =0

Seia <b, f[a,b] - Rstetig
b
Es gelte [ ¢ (1) f(1)dt=0  DgDe’[ab], g(a)=g(b)=0

Dannist f =0.

S(¢)=inf S ()

WOk

= (%D3L(t,¢(t),¢' (1)) _DzL(t’¢(t)’¢,(t))j
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Hilfssatz 3: Seia<b, f :[a,b] - R stetig

Esgmejf(ﬁgoyn:o Og OC*[a,b]mitg(a)=g(b)=0

Satz 1: SeiG O RxR*offen und f : G — R* eine bzgl. des 2. Arguments stetig

partiell differenzierbare Funktion.
Dann geniigt fin G lokal einer Lipschik-Bedingung.

Satz 2: (Eindeutigkeitssatz)
SeiG ORxR"und f : G — R" eine stetige Funktion, die lokal einer
Lipschik-Bedingung geniigt.
Seieng, : I — R" zwei Losungen von der DGL y = f (x, y)
@ (a) =y (a) fiir eina 01, so folgt:
= ¢(x) =(/l(x) OxO1

Korollar: ~ SeiG O R"" offen, f : G — R stetig, f geniige lokaler LB

a) Eindeutigkeitssatz:
Seieng, ¢ : 1 - R 2 Losungen von (1)

Und fiir ein a (0 7 gelte: ¢(a) :l//(a)
#'(a)=¢'(a)
P =0 (o)

:>¢(x):l//(x) (xO1
b) Existenzsatz:
Sei (a,lbo,...,lbn,1 ) UG gegeben

= [l >0und eine Ldsung¢:[a—£,a+£] - R

Satz 1:  Seienx, U17,y,UJ.

I-R J-R
F:fof@m ' j(

Seil' 01 ein Intervall um x,und F (I') O G(J)
= [genau eine Losung

¢ IS R

von (1) mit AB¢(x,) =y,

< 9>
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Satz2:  Seix,/undbUR
= [Jgenau eine Losung @ : I — R der homogenen linearen DGL
y =a (x) y mit AB ¢ (xo) =b;, nidmlich

$(x) =bBXp(an(t)dtJ

Xo

Satz (Variation der Konstanten)
Seil U RlIntervall, ab:I — R stetig

=  Zu beliebigem x, L1/ und ¢ IR gibt es genau eine Losung/ : I — Rvon (1)

mit ABy (x,) = ¢, nimlichg (x) = ¢ (x) [Ec+j%dt}

wobei @ (x) = epr a (t) dtJ

X0

Satz 3: Seiy, : 1 — Reine partikuldre Losung von (/). Die allgemeine Losung von (/) hat
die Formy =, + ¢ wi ¢ allgemeine Losung von (2) ist.

Satz 4: I =R" Intervall
(xo,yO)DG, x, 01
Dann gilt:
@:1 - R Losung von (1) y'(xo) =y,
Y:I - R, l//(x) =@Lﬁsnng von (2) 7' =%(f(z)—z)mit[//(x0) :%

0

Satz 1: I 1 R offenes Intervall
Al - M(nxn,K)
b:1 - Kstetig

Dann gibt es zu jedem x, [J/ und ¢ K" genau eine Losung @ : I — K" von
y' = A(x) y +b(x) mit der AB¢(x0) =c

Satz 2: I 11 R offenes Intervall
Al - M (an,K) stetig
L,, =Menge der Losungen @ : I — K" der homogenen linearen
Differentialgleichung y' = A(x) O

Dann ist L,, ein n-dimensionaler K — Vektorraum.
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Satz 3:

Satz 4:

Satz 5:

Fir@,,....¢, UL, ist dquivalent
i) @,...0, K-linear unabhingig
ii) O, O07:¢,(x,),.... ¢, (x,) O K" linear unabhéingig
i) Ox, O7:¢,(x,).....8, (x,) DK" linear unabhéingig

I O RIntervall, A:1 - M(nxn,K), b:1 - K, stetig.

L,, =Vektorraum der Losung@: 1 — K"vony' = A (x) y

L, =Menge der Losungeny/: I — K"vony' = A(x)y+b(x)
Dann gilt fiir beliebiges¢, UL, : L, =, + L,

Mit anderen Worten:

Man erhilt die allgemein Losung der inhomogenen DGL als Summe einer
speziellen Losungen der inhomogene DGL und der allgemeinen Losung
der homogenen DGL.

(Variation der Konstanten)
Bezeichnungen wie in Satz 3

Sei® = (¢1,..., @, ) ein Fundamentalsystem der homogenen DGL y' = A(x) y.
Man erhilt eine Losung(/ : I — K" der inhomogenen DGL

y=A (x) y+b (x) durch den Ansatz( (x) =@ (x) U (x) , wobei

U :I - K"differenzierbar mit ® (x) U’ (x) =b (x) , d.h.

U(x):jcb_l (1)b(1)dt+C

Bezeichnungen wie oben.
a) SeiL, die Menge der Losungen @ : I — K der homogenen Gleichung (7).

Dann ist L,, ein n-dimensionaler K — Vektorraum.

b) SeiL, die Menge der Losungen @ : I — K der inhomogenen Gleichung (2).
Dann gilt fiir beliebiges¢, UL, : L, =¢, +L,

c) Einn-Tupelg,,...,¢, UL, von Losungen von (1) ist genau dann linear
unabhingig, wenn fiir ein (und damit fiir alle) x [J7

4(x) - (¥
0/ (x) = 8/ (x)

die Wronski-Determinante W (x) =

7 (x) o B (x)

verschieden von Null ist.
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Lemma 1: Seien P, P, D(C[T]
a) IstP (T) =P (T) +P, (T) , so ist fiir jede hinreichend oft
differenzierbare Funktion f : I — C, P(D)f =P (D)f +P, (D)f
b) IstQ (T) =P (T) P, (T), so ist fiir jede hinreichend oft
differenzierbare Funktion f : I — C, Q(D)f =P (D)(P2 (D)f)

Lemma 2: Fiir jedes P D(C[T] und jedes A JC istP(D)e’“‘ = P(/])e’“‘

Korollar:  Ist AOC Nullstelle von P(7') (d.h. P(A)=0),
SO ist¢ (x) = ¢’ eine Losung der DGL P (D) y=0.

Satz3:  Das Polynom P (T) =T"+a, T""'+..+a,0 C[T] habe n paarweise
verschiedene Nullstellen 4 ,...,A, OC
R-C

Aex

= Die Funktionen ¢ : { (k =1,..., n) bilden ein Fundamentalsystem

X=X

von Losungen der DGL P (D) y= y(") + an_ly("_l) +..+tay+ta,=0

Fundamentalsatz der Algebra:

Jedes Polynom n-ten Grades P(T) =T"+a, T +.+aT +a,0 (C[T]
besitzt genau n Nullstellen und Vielfachheiten,

dh. P(T)=(T-A)" (T-A,)° mfT - A,.)"

i=1

Lemma 4: SeiA0C, KON, fOC*(1)
:>(D_A)k (f(x)e/lx):f(k) (x)eAx

Lemma 5: Sei POC[T], ADCmitP(A)#0, g JC[T]vom Grad k
= P(D)(g(x)e“) =h(x) ra
mit einem Polynom 2 [1C [T] vom Grad k.

Satz6:  SeiP(T)=(T-A)"OT -A)" mitA #A, Oi,jundk, 21 O
= Die DGL P (D) y =0(7) hat Fundamentalsystem von Losungen:
i=1,..r
D (x)= x"eM" fﬁr{]

0Osmsk, -1
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Satz 1: Fiir beschrinkte f :[a,b] — Rund x, OR sind dquivalent:
1) fiststetiginx,
2) w(x)=0

Satz 2: Sei f :[a,b] — R beschriankt, £ >0
=U, (f) kompakt

Lemma 3: M [ R endlich oder abzihlbar
= M ist Nullmenge

Lemma 4: M, 00 R Nullmenge Uv LN

= U M, ist Nullmenge

v=l1

Lemma 5: Fiir kompakte Menge K [J R sind dquivalent:
1) Kist Nullmenge

2) [é& >0 Uendlich viele Intervalle ,,...,I, mit K [] UIV mitZ|IV| <&
v=1 v=1

Lebesgnesche Integrabilititskriterium
Fiir f :[a,b] — Rsind dquivalent:

1) fistauf [a,b] (Riemann-)integrierbar
2) fist beschrinkt und fast iiberall stetig

Lemma 6: f :[a,b] — R (Riemann-)integrierbar
= f beschrinkt

Lemma7: f :[a,b] — R (Riemann-)integrierbar

=>M ( f ) = Nullmenge

Satz 8: Seien f, g :[a,b] — R (Riemann-)integrierbar und ist f = g fast iiberall

:j:f(x)dx :ig(x)dx

Lemma 9: Sei f :[a,b] — R (Riemann-)integrierbar

= [Folge von Treppenfunktionen
@, :[a,b] ~ Rmitg, /" f fast iiberall auf[a,b]
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Satz 10:

Seien f,, f :[a,b] - R (nDN )(Riemann—)integrierbar und f, < f
Angenommen: f, v f fast iiberall auf [a,b]

:lifgj}-fn (x)dx =jif(x)dx

<14>



