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Kapitel 1
$1 Bilinearform
. z.B.
. Wdh.: Vektorraum V = R"  Addition+Skalarmultiplikation

Lineare Abbildung: f:R" - R”
Oa, FOR,Ov,v, OV {f (0) =0
flavi+Bv,)=af(v)+Bf(v.)

Linearformen f: R" - R  lineare Abbildung

Bilinear: <a’1v1 +a,v,, w> =aq, <vl, w> +a, <v2, w>
<V’:81W1 + :82W2> =5 <V’ W1> + 5, <V’ W2>
. Vi w
<v,w>=2vl.wi ='ydw,mitv=|: |,w=|: |OR
= vn Wn

: Skalarprodukt: <.,.>: R"xR" - R :

<.,.> ist positiv definierte symmetrische Bilinearform

S

Definition: Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine Bilinearform auf V ist
eine Abbildung¢: VxV - K, (v,w)> ¢(v.w)
die in beiden Argumenten (v und w) K-linear ist.
D.h. firv,v,v,,w,w,w, 0V, a,,a,, 5,5 0K
) (a’lv1 +a,v,, w) =a,¢ (vl, w) +a,¢ (vz, w)

¢ (V’ Bw, + :Bzwz) =B (V’ Wl) + 5.0 (V’ w, )

Beispiele:
a) Sei BUM, (K) quadratische Matrix,
dannist ¢, : K"xK" - K, ¢, (v, w) ='yBw = <v, Bw> = <’Bv, w>
v, w,
wenn v=|: |, w=|: |, B:(bi/),,,-zl ..... )
vn Wn
b, b, \[w
¢, (vow)=(v,m,)| :
bnl bnn Wn
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=(Zvib“,...,2vibm] : =ZZvib,.jwj = Zv,.bijwj
i=1 i=1 j=1 i=1 i,j=1
b) v=Ce [0, 1] =R -Vektorraum der auf [0,1] stetigen Funktionen
k: [0,1]%[0,1] —» R stetig
P:VxV 5 R
11
8(f.8)=[[f(x)k(x.y)g(y)dxdy
00
Bilinearform auf V
c) f.g0V" =Hom(V,K) ={Linearformen auf V}

f:V S5 K, g: VK

Tensorprodukt von fmitg fUg: {
ist Bilinearform auf V.

Satz 1: a) Die Menge aller Bilinearformen auf einen K-Vektorraum V bildet wieder einen

K-Vektorraum.

b) Ist v,,...,v eine Basis von V, so ist jede Bilinearform ¢ eindeutig durch die

Werte¢(vi,vj) , 1<i,j<n festgelegt.

¢) Zujedem B = (b[j) UM, ( K) gibt es genau eine Bilinearform

$:VxV o Kmit g(v,.v,)=b, Dij=l..n

Beweis: a) Z.z.: {Bilinearformen} ist Untervektorraum des Vektorraumes
der Linearform auf VxV

(V:R” :VXV:RZ”)

dazu: - nichtleer,da 1, = @, (v,w) =vdw
-seien @,¢ :VxV - K Bilinearformen und a, UK, so ist durch

(a¢ + ,8(//) (v, w) = a’¢(v, w) + By (v, w)

wieder eine Bilinearform auf V definiert = a)

b) x:inVw yZZyiv,.DV

#s) =4[ T T =B Bt lon)
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c) Setze ¢(vl.,vj) =b,

ij
und definiere @:V XV - K durch lineare Fortsetzung

d.h.: ¢(x,y) =¢(inv,.,2ijj] :Zinyj¢(vi’vj) :ZZX,-b,-jij

Die Matrix B aus Satz 1 c¢) heif3t Darstellungsmatrix (Matrix) der Bilinearform ¢ .

Die Wahl einer Basis v,,...,v, von V definieren einen Vektorraumisomorphismus.

{Bilinearform auf V} 0 T M, (K)
¢~ 8=(p(v.v,))

Als kommutatives Diagramm:

(vi’vj) >¢(vi’vj):bij
L) 2 > K
K" xK" P p K
(x,y) » ' xBy
v
Y (el,ej)
(ei’ej) Plel.Bej =bl.j

Beispiele a) Darstellungsmatrix von f [ g
Sei f(vl.) =f, g(vj) =g,
= (fl,...,fn),(gl,..., gn) Darstellungsmatrizen von fund g
(fO&)(vv,)=F(n)&(v,) = fe,
figr o h&) (A
(re,)=| @ - =5 (g g,)
1.8 1.&.) \J,
b) (..):R"xR" - R
Standardbasis e,,...,e,
<ei,ej> ='ee, =0,
(,)=1,
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Basiswechsel bei Bilinearformen
@:VxV - K Bilinearform

Basis v,,...,v, — Darstellungsmatrix B =(¢(vl.,vj))”
ij

2.Basis w,,...,w, — Darstellungsmatrix B’ =(¢(wl.,wj))”

ij

Ubergangsmatrix C: w, = Zn:cl.kv,. O
i=1
by, =¢(w..w) [chkvl,chlv]J=Zcikcﬂ¢(vi,vj)=
tJ
=Y cucub, ZCZk i —(’CBC)M
LJ

zum Vergleich: f 'V - V mit Darstellungsmatrix B
bzgl.: v,,...,v,und B"bzgl. w,,...,w,

fn)= me
f(wk) :sz';wz
Fw)=Xe, £ (v)= PIPUNTEDIIAD

I
zbl'llc w, = z zbl’l: CyVy = z c by,
=1 1 K l,s
Koeffizientenvergleich:
BC= CB" - B"'= C'BC

Zusammenfassung
BUM, (K) Darstellungsmatrix bzgl. Basis v,,...,v,

Ccual, (K) Ubergangsmatrix von Basis w,...,w, zu Basis v,,...,v,

W = Z CiVi
i=1
Transformationsverhalten bzw. Darstellungsmatrix bzgl. w,,...,w,

"CBC als Bilinearform VxV - K
C'BC als Endomorphismus V - V
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