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Fall V =W ,dimV <o, mit innerem Produkt(.,.)
M :V - Vlinear (Endomorphismus) bzgl. ONBM UM, (K)

K |AbbildungM :V - V Matrix M OM, (K)

R 0rth0g0nal<Mx,My> = <x, }’> orthogonal' MM =1 « M~ ='M
selbstadjungiert <Mx, y> = <x, My> symmetrisch’'M =M
antiselbstadjungiert <Mx, y) = —<x, My> alternierend'M =-M

C | unitéir (Mx, My) =(x, y) unitir' MM =1 = M~ ='M
selbstadjungiert (Mx, y) = (x, My) hermitesch'M =M

antiselbstadjungiert <Mx, y) = —<x, My> antihermitesch'M =-M

Fiir jeden Eigenwert A einer linearen Abbildung M :V - V gilt:
M unitir= |/1| =1

M selbstadjungiert=> A R
M antiselbstadjungiert = A rein imaginér

Beweis: Sei v Eigenvektor zu A
M unitir=
<v,v> = <Mv,Mv> = </1v,/1v> = A/T(v, v>
i 0
= |/]|2 =1
M selbstadjungiert =

A <v, v> = </]v,v> = <Mv,v> = <v,Mv> = <v,/]v> = /T(v,v>
«A=1 = A0R
M antiselbstadjungiert =

<iMx, y> = —<ix, My> = —i<x, My> = 7<x,My>

< iM selbstadjungiert => Behauptung L
Zusammenfassung:
Komplexe Matrix M Reelle Matrix M Eigenwert
unitir ‘M=M" orthogonal ‘M =M"" 11|=1
hermitesch ‘M =M symmetrisch ‘M =M A reell
antihermitesch ‘M =-M alternierend ‘M =-M A rein imaginér

Hauptachsentransformation selbstadjungierter Abbildungen
Es sei V ein endlich dimensionaler C -Vektorraum mit einem inneren

Produkt<.,.> und M :V - V selbstadjungiert.

Dann existiert eine ONBv,,...,v, von V aus Eigenvektoren fiir M.
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Beweis: E M#£0
Beweis durch Induktion iiber n =dim V
Fundamentalsatz der Algebra=
UEigenwert A, # 0

Seiv, Eigenvektor zuA,, (E <vl , v1> =1
(.,.)positiv definit= V = Cy, O v,"

dimv,” =n-1

wv,”
<Mw,vl> = <w,Mv1> = <w,/1v1> =1 <w,v1> =0
=0(daw|]v1'])

= MwOv,”

= V =Cv, Ov,”ist M invariant

= aufv,” ein inneres Produkt

.o 1st wieder positiv definit

auch M /v ist selbst adjungiert bzgl. {...)| .

Induktionsvorausetzung:
[ONB v,,...,v, vonv,"” aus Eingenvektoren

=V, V,,...,v, 1st ONB von V aus Eigenvektoren fiir M

Korollar 4: Hauptachsentransformation fiir hermiteschen Matrizen
Zu jeder hermiteschen Marix M UM, ((C) gibt es eine unitére

MatrixU UM, ((C) , so dass
Al
U'MU = mit A, OR

Korollar 5: Hauptachsentransformation fiir symmetrische Matrizen
Zu jeder symmetrischen Matix S LM | (R) , gibt es eine orthogonale

Matrix OO, (]R) , 80 dass

mitA OR
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§10 Quadriken
Beispiel:  Kreis K mit Mittelpunkt O und Radius r alle Punkte auf K haben Koordinaten
cos A
der Form[xj = [r ) ¢j
y rsin ¢ 7 sin
X . 7
Fﬁr[ j UK gilt:
y S
rcos @
x*+y*=r’cos’@+r’sin’ @ =r’
Kreisgleichung: x* +y* =7’
Polynom vom Grad 2 =quadratisches Polynom
X
K ={( j‘xz +y =’ =O} = Quadrik
y
Allgemein:
K Korper mit% UK
q(xl,...,xn) = Z a;xx; +22bkxk +c DK[xl,...,xn]
i,j=1 k=1
Die Nullstellenmenge:
X
Q={x=|i |OK"|g(x)=0¢heiBt Quadrik
le
In Matrizenschreibweise:
n XI
D axx; =(x,..x,) Al |="xAx, A= (aij)
i,j=1 X,
Beispiel:  R*, ghomogen vom Grad 2, d.h.h, =¢ =0

_ 2 4 + + 2 |G G| _
‘](xl’xz)_auxl A X Xy Ty Xy Xy TUpXy, = X X =
ay 4y
a, ta,,
ap
_ 2 +( + ) + 2 ¢ 2
=anx A Ty ) XX, TAypX, = X + X
a,, Ta,,
a
2

Das gilt im Allgemeinen: ‘xAx ='x'Ax = ’x(%(A + ’A)jx

= (E Asymmetrisch

bl
D bx, ='bx mith=
k=1
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= Allgemeine Form einer Quadriliengleichung
q(x) = "xAx+2bx+c

mit AOM, (K)symmetrisch »b0K",c 0K

A b
SeiA' = ( W j um ., (K) erweiterte Koeffizientenmatrix von Q
c
X
, (X)) | - .
undx' = 1 = K™ erweiteter Vektor
xn
1

= g(x)="xA'x’
Mit A ist auch A’ symmetrisch
{quadratische Polynome

in Variablen x,,..., x, } B~ {A UM,., (K) Symmetrlsch}

Ziel: Klassifikation der Quadriken
Beispiel: Kreisgleichung

q(x.x,) = x7+x," =1 :Q:{[XIj‘q(xl’xz):O}
x

Koordinatentransformation:

b
2
r r
:?y12+b_2y22_r2
_ r’ r 1
(17 (y))=0 - Sn gy =0 By
Wy
- —12+b—22—1=0 Ellipsengleichung
a
=T (Q) Ellipse
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Kreisgleichung in erweiterter Form:

1 0 O
q(x)='x' 01 0 [x
00 -r
Koordinatentransformation:
1 00
T,:R* - R’, T,=|0 1 b
0 0 1
X Vi
X=X [Py, [FY
X3 Y3
TZ(Q)Z{yD]R2 y':(lyj:Tz(fjmitq(x):O}
1
:{ymz’(gw) L |(ny)=0
_r2
1 1
I(Tzly'){ 1 (7, 1y')="’T21[ 1 Ty
-2 —?
1 0 0)1 1 0 -a
=10 1 0 1 01 -bl|y
-a -b 1 - )0 0 1
I 0 -a)\ly
—(yl,yz,l) 0O 1 =b|y,
-a -b -r')\1

= y12 +y22 —2ay, —2by, -’
= (o a) (5,0 a7 -7

T, (Q) =Kreis um (Zj mit Radius/a” +b* + 7’

Definition: Eine affine Abbildung des K" ist eine Abbildung der Form
F:K" - K", F(x)=Cx+s, C0OGl,(K), tOK"
t = Translationsvektor der affinen Abbildung F
2 Quadriken Q, und Q, in K" heilen dquivalent,

wenn sie sich um eine affine Abbildung F unterscheiden Q, = F (Ql)
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Bemerkung: Die Aufgabe, alle Quadriken zu klassifizieren bedeutet, zu jeder
Aquivalenzklasse{F (Q)|F afﬁn} = [Q] von Quadriken eine ,,besonders schone*
Normalform zu finden.

Affine Abbildungen des K" kann man durch lineare Abbildungen
des K" beschreiben:

F:K", F(x)=Cx+t

r n+l Ct
F K", F =

i (s 2
goF(x)=g(y)=" A"—’x't(g ijA(E ijx

’(c sz,(c t]:(’C O](A bj(c zj
0 1) (0 1 t 1)\'b C)lO 1
('c O](AC At+bj

t 1)UbC 'bt+c
'CAC 'C(At+b)

| TAC+'bC 'tAt+'tb+'bt+c

o

xOK g F (1) =0 ={x0F'(y)|a(y) =0} =F"'{y]g =0}

Zusammenfassung:
0= { xOK"
F‘li
Flo= { xOK"

"XAx+2'bx+c= 0}

‘X'CACx+2' (At +b)CX +C' :0}
C'="tAt+'bt+'th+c
Herleitung der Normalform:

A
Starte mitq(x) ="xAx+2'bx+c =0 bzw. A’ :(’b

S
~—

S o

al
A symmetrisch= LCLGI, (K) : 'CAC = Diagonalmatrix
0 a
= (E A Diagonalmatrix
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Fall: RgA=n (maximal)
Benutze: F(x)=lx-A"b
F~'Q hat die Gleichung
Ax+2 (A(-A7D)+b)x+c =0
-1B+b=0
= "XAx+c' =0
o ax’+ax,’ +.+ax’ +c' =0
Fall: RgA=r<n

A= “ mita,,...,a %0
0
Benutze: F,(x)=1x- a,’ b
0 .
0
= 'xAx+2 | -A a’ . b+b|x+c' =0
0
1,
0‘.
B
wenn b, ,...b, =0 "XAx+c' =0
= Z:a,x,.2 +c' =0
i=1
1
br+1 br+1 O
wenn |i |#O0wihleC,0M,  (K)mit'C,|: |=|.
bﬂ bn .
0
1. 0
Benutze: F, (x) = X
0 C,
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0
(1 0Y (10 0 |(1 .,
='x x+2 x+c =
0 G 0 G b, \0 C,
bn
.10 . 10| . _
NR: (o cz) o (o CZ)‘ o |74
0 0

= 'YAx+2'e , x+c" =0
—

X4l

n

Benutze: F, (x) =x——e

4 n n n
c c c
t t t no__
= XAx+2 | —A| —e,,, |te.,, [x—"e. e, ——'e. e, tc =0

=1 =1

Moglichkeiten in Dimensionenn >3, K =R

dim=n Gleichung Quadrate
1 X +1=0 O
x2=1=0 2 Punkte
x> =0 1 Punkt (zdhlt doppelt)
2 X +y +1=0 u
x+y'-1=0 Kreis
x+y2=0 Punkt
¥’ =y*+1=0 Hyperbel
x*=y*=0 Schneidendes Geradenpaar
¥ +y=0 Parabel
X +1=0 O
x2=1=0 Parallele Geraden
x> =0 1 Doppelgerade
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