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U ={x0R"|Ax =0} ={xOR" |14, (x) =0.....1, (x) = 0}

h, (x) =a,x +..+ta,x,
G

wOR", Aw=c=|i |, d.h.h(w)=¢,  fir i=l..r
c

Lemmal: #:=w+U ={xDR” Ax=c} ={xDR” hl.( )=cl., i=1,...,r}

= OR | (x) =<}

l

r

Beweis: z.7.: w+U:{Ax:c}
"O": Seiu 00U und damitw+u =x0.¢
:>Ax=A(w+u):é}g+ég=c :xD{Ax:c}
=c =0
:>w+UEI{Ax:c}
g xD{Ach},A(x—w):éﬁ—é}gZO

=>x-wlU o xOw+U
{Ax=c}EIU ]

Lemma?2: Sei.Zz=w+U JR"ein affiner Unterraum. Dann ist
A=—a=U UOal.¢

Insbesondere ist U eindeutig bestimmt.

Beweis: alA, a=w+umitu U
A—a=w+U—(w+u)=U—u=U H

Definition: Die Dimension eines affinen Unterraums .Z von R" ist die Dimension des
eindeutig bestimmten zu .¢ gehorigen UVR U .
A=w+U =dim.Z=dimU

Korollar 3:  Fiir ¢ :{xDR” Ax = c} gilt:

dim.Z=n—-RgA

Eine affine Hyperebene H [ R"ist ein affiner UR der Dimension» —1.
Darstellung von H:

H =v+U, U UR"Hyperebene (linear)
U :{xDR" <a,x> = O} fiir eina OR"

:{xEI]R" ’ax=0}

=a" =der zu a orthogonale UVR
Sei(a,v} =b —=>H ={xEI]R" <a,x> =b}
<56>




Vorlesung 13

Lineare Algebra und analytische Geometrie 11
Birkenhake

Sommersemester 2004
Dienstag, 8. Juni 2004

Beispiel:

i+ Wiederholung: Fiir Vektorenv,,...,v. UR"und Skalarea,,...,a, ORista,v, +...+a,v, eine "

Affine Gerade in R"
v, wdOR", L:=Rv  1-dimensionaler UVR

G =w+ L affine Gerade
Insbesondere wU G . Seiu UG, w#u

Ein beliebiger Punkt auf G ist von der Form:
w+t(u—w) =(1—t)w+tu
{(1—t)w+tu|tDR} :{sw+tu

Q
Il

s,tOR, s+t=1}

Linearkombination vonv,,...,v, und die Lineare Hiille bzw. "
span{v1 e v,} ist die Menge aller Linearkombinationen i

span{vl,...,v,} :{a'lv1 +..tayv. |a, EIR} f

span{vl,...,vr} istein UVR vonRR" i

Definition: Eine Affinkombination von Vektorenv,,...,v, JR" ist eine Summe der Form

: n —_—
ayv, +..+ay mita, UR", a,+..+a, =1

Fiir eine beliebige Teilmenge [1 # M [ R" wird die Menge aller
Affinkombinationen von Vektoren aus M die Affine Hiille von M genannt.

Seildl # M O R"und A die Affine Hulle von M
= Al spanM

Beweis:

vUM = v=100A = M UA
Es geniigt zu Zeigen:A=v+span(M —v?}mitM -V ={w—v|wDM}
Firv,,...,v. UM unda,,...a UR, a,+..+a, =1

= A Dia’ivi =Zr:a'l. (vl. —v)+ia’l.v = ial. (vl. —v) +v[|v+span(M —v)
i=0 i=0 i=0 i=0

\_qf_—/
Dspan(M —v)

Umgekehrt: Firg,..., 8 OR

:i,&’i(vi —v)Ospan (M -v)
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r r r r r
Esgilt: v+Y B (v,=v)=v+) Bv,=> Bv=[1=-D B [v+> By,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
- 7
=5

mit 3 +> B =1
i=1

:v+zr:,8i(vi—v)DA 0

Korollar 5:  Fiir eine nichtleere Teilmenge A [J R" sind dquivalent:
a) Aist affiner Unterraum

b) Fiirv,wl]Aliegt auch die Gerade durch v und w in A
c) Fiiry,,...,v. [ Aliegt auch jede Affinkombination vonvy,,...,v, in A

Seiv,,...,v. OR"

_______________________________________________________________________________________________________________________________________

Seien w,...,w, JR"und A die Affine Hiille von{w,...,w,}
Yo = A=w, +span{w, = wy,....w, =w}

= dimA = dimspan{w1 ~Wyseens W, —wo}

Definition: Die Vektoren/Punkte w,,..., w heilen affin unabhéingig,

wennw, = w,,...,w, —w, linear unabhéingig.

Proposition 6: Sei A die affine Hiille von w,,, w,,...,w, . Dann sind dquivalent:

a) w,,w,...,w, sind affin unabhingig

b) Fiir jedesw =) Bw, 0 Asind die Koeffizienten 3,...., 8, IR
i=0
(mit 5, +...+ 8. =1) eindeutig bestimmt

Beweis: a)=b)

Annahme: A Dw:Zr:,Biwi :Zr:yiwi, B.V. DRmitZr:,Bi :Zr:yi =1
i=0 i=0 i=0 i=0

r

:Oziﬂiwi _i%wi ZZ(ﬂl _yi)wi =

i=0

:g(ﬁi—yi)wi—zr:(@‘yi)wo =

i=0
=3 (8- K)o =)
W, = W,,..., w, =W, linear unabhédngig= B -y, =0 furi=1,...,r

= B, =1-> B8 =1-)Y ¥ =, = Behauptung

i=1 i=1
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b)=a)
Annahme: Es gilt b), a) aber nicht.

= W, = W,,...,w —w,linear abhéngig
Ua,,...,a nicht alle=0, so dass

Zr:a’i(wi—wo)=0 = ia'iwi—(ia'ijw():O
i=1 j= j
- (1—ia’ijwo+iaiwi =w,

i=1 i=1

ist Affinkombination w,....,w
b=a =.=a,=0% -

r

n Wiederholung: Eine affine Abbildung von R" ist eine Abbildung der Form "
" F:R" - R",F(x)=Cx+1, COGI, (R), tOR" (Translationsvektor).
i Die Menge der affinen Abbildungen bildet eine Gruppe: "
N SsindF, (x) = Cix+1,, F,(x)=C,x+t,affin i
n = F,oF,(x) =C,C,x+(Ct, +1,) affin f
i S EinselementC =1 , r=0 = idR,, i
u SInverses Element F~' (x) =C™'x-C™'t N

i Affine Abbildungen werden auch Affinititen genannt. "

Eigenschaften von Affinititen
Sei F (x) = Cx +1 affin.

§ sindw,,...,w, affin unabhingig = F(WO),...,F(wr)affin unabhingig

S Ist Zr: Bw,, Zr: [, =1affine Kombination vonw,,...,w,
i=0 i=0
= F(iﬂiwi]affine Kombination VonF(WO),...,F(w,)
i=0
S IstAOR"affin= F(A)affin
§ Ist A affine Hiille vonw,,...,.w, = F (A) affine Hiille von F (wo),...,F (w,)
S dimA=dimF (A)
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