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Sommersemester 2004

Vorlesung 14 Dienstag, 15. Juni 2004
Vergleich: Linear — Affin
Linear Affin
R" = A"
R " .
aum s (Nullpunkt nicht festgelegt)
Punkte
Elemente Vektoren (Endpunkt von Vektoren)
Unterrdume Lineare UR=UVR Affine Unterraume
S Losungsmenge homogener S Lbsungsmenge inhomogener
linearer GLS linearer GLS
Darstellungs- . § Affine Hiillen von M
moglichkeiten § spanM, M UR § Affinkombinationen
der Unterrdume § Linearkombinationen i a Y
V. —
= ;@szﬂi‘l
Lineare Abbildungen Affinitédten
Automorphismen C:R" - R” R" - R"
x —>Cx x = Cx
COal, (R) COGl, (R), tOR"

§ 3 Konvexe Mengen

R", Punktea,b [1R"

a,b spannen eine Gerade G auf.
G = affine Hiille von @ und b
G={sa+tb|s+t=1}, s=1-¢
G ={(1-t)a+|tOR}
tr=0=1

t=1=5»

tQd [0, 1] Punkte zwischen a und b = Strecke ab = [a,b]

Bezeichnungen:

[a,b] = ab :{(1—t)a +tb‘t D[O,l]}
Eine Teilmenge M [1 R" heifit konvex, wenn fiir je 2 Punkte a,b [1M auch die

Strecke[a,b] UM

Beispiel:
L konvex, G konvex

Die zu L und G gehdrenden Halbebenen sind konvex. w

Lineare und affine Unterrdume sind konvex
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Eine Konvexkombination von Vektorenv,,...,v, ist eine linear (affin)
Kombination der Form:
A, +..+ay, a,0R, > a,=1,a,21

r’r?

Seil] # M 1 R" eine beliebige Teilmenge. Die konvexe Hiille von M ist die
Menge aller Konvexkombinationen von Elementen von M:

conv (M ){tymy +...+t,m |mq,....om OM, t,,....t, OR, t, +..t, =1}
conv (M ) [J Affine Hiille von M [span M

Beispiel: conv(a,b) = [a,b]

Fiir eine Menge K [] R"sind dquivalent:
b) K ist konvex
c¢) Fiir endlich viele Punkte von K ist auch jede Konvexkombination

dieser Punkte in K
d) K =conv (K )

Beweis: b) = ¢) Definition von konvexer Hiille

r
a)=b) Kkonvex, seix,,...,x, UK undx = Ztixl. eine Konvexkombination,
i=0

alsot, 20, Zti =1.
Zu zeigen: xUUK

4 !
Da K konvex[x), x| K = y =—%—x,+——x O[x,x] 0K
t0+t1 t0+t1
t, +t L
= ¥ = o  t : xzm[ypxz]DK
t0+t1+t2 t0+t1+t2
1 t z
= —xt : X+ : Xy
t0+t1+t2 t0+tl+t2 t0+tl+t2
y =t—°x+ + : xD[y x]DK
A S ty+..4r T
Stx,ttrx, =x
=xUK
= b)

b)=>a) Wenn jede Konvexkombination von endlich vielen Punkten von K in K
liegt, so auch jede Konvexkombination von zwei Punkten = a)

Bemerkung: a) Die konvexe Hiille conv (M ) ist die kleinste konvexe Menge die M enthilt.

b) COIlV(M ) [ Affine Hiuille von M.
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Beispiel: ~ R”zwei affine Geraden L
Sei M konvex
MUuL, MUL,
L
=>M=LnlL, ’

Allgemein:

Lemma 2: SeienH,..., H, affine Hyperebenen in R"
(also H, ={ xOR"|(q, x) = b} mita, OR"

k
IstM U H. firi=1,...,k,soistM [ ﬂHi

i=1

§ 4 Polyeder

Affine Hyperebene H =v+U = { xOR"

<a, x> = b} , U O R" Hyperebene, v[1R"

H teilt R" in zwei Halbrdume / Halbebenen
xdR" <a, x> > b} abgeschlossene Halbebene

a,x)> b} offene Halbebene

(a.x)
<a, x> < b} abgeschlossene Halbebene
(a.x)

a,x) < b} offene Halbebene

Proposition 1: Abgeschlossene und offene Halbebenen sind konvex.

Beweis: x,yOH" ={<a, x>(§)b}
Zu zeigen: [x, y] OH"
[x, y] :{(l—t)x+ty‘tD[0,l]}

:><a,(1—t)x+ty> =(1—t)<a,x>+t<a,y>2(1—t)b+tb =b O
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Definition: Ein Polyeder ist der Durchschnitt endlich vieler abgeschlossener Halbebenen
Es gibt beschriinkte und unbeschrinkte Polyeder.

Folgerung: Ein Polyeder ist die Losungsmengen endlich vieler linearer Ungleichungen.
P ={xD]R” <a1,x> > bl,...,<ak,x> > bk}

=ﬁ{<ai,x>2bi} a,,...a, OR", b,,....b, OR (@"2 ")
i=1

Korollar 2: Ein Polyeder ist konvex.

Beweis: Durchschnitte konvexer Mengen sind konvex.

Proposition 3: Der Durchschnitt einer Polyeders mit einem affinem Unterraum ist wieder

ein (durchschnittener) Polyeder.

Beweis: P Polyeder, U affiner Unterraum
k
U=H, H, ={{(a.x)=b}
i=1
H.=H ' nH’

k
=PnU Pn ﬂH . n H; ist ein Polyeder nach Definition. 0

i=1

Definition: Die Dimension eines Polyeders P ist die Dimension des kleinsten affinen
Unterraums, der P enthélt.
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