Lineare Algebra und analytische Geometrie 11
Birkenhake

Sommersemester 2004
Vorlesung 15 Donnerstag, 17. Juni 2004

Definition: Die Dimension eines Polyeders P ist die Dimension des kleinsten affinen
Unterraums, der P enthilt.

Bemerkung: Dieser kleinste affine Unterraum ist genau die affine Hiille von P.

Beispiel: a,bOR", [a,b] =Strecke zwischen a und b.
Behauptung: [a, b] ist Polyeder der Dimension 1.

L =Gerade durch a, b = affiner Unterraum der Dimension 1
H=L,a+H,b+H,
Hyperebene durch a, bzw. b senkrecht zu[a,b]

b H] =Halonebene ana + H mit[a,b] O H;
L H, = Halonebene anb + H mit[a,b] OH,;
=[a,b]=H; n H; n Listalso ein Polyeder
Beispiel: Standardbasise,,...,e, von R" I
conv (0) = {O} , Polyeder der dim 0 é €2
conv (0, el) = [0, el] , Polyeder derdim1 B
conv(O,el, ez) =A(0,e1,ez) ,dim =2 e, e, l
conV(O,el,ez,e3) =dim =3

e
conv (0, €,....e, ) heifit Standard-Simplex der Dimeﬁsion n.

Beobachtung:  0,e,,...,e, sind affin unabhiingig

Definition: Seien p,,,..., p, (k + 1) —affin unabhingige Punkte imR" .

Die konvexe Hiille conv ( Dos Dys-os Py ) hei3t Simplex der Dimension k.

Beweis: z.Z..: S ist Durchschnitt von Halbebenen
Po»-- P, affin unabhiingig = Affine Hiille = R*
(E wir arbeiten in R* (n = k)
Fiir i {0, ..., k}

v

Dos-ees Diseees Dy sind k affin unabhingige Punkte, p, 1 H,

|
spannen eine affine Hyperebene H; auf

= p, liegt auf einer der beiden Halbebenen zu H,, diese sei H, , also p, O H;".
Sei H, ={<ai,x> =b.}

1

H' ={<ai,x>2bi}

x=ivjpj, a'jD]R, Za’j =1
j=0

}mitaiDR",biDR
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Beispiel:

Allgemein:

Di DHi+ \H, :><ai’pi> >b,

P Jj#i :><al.,pj>=bi
= Do Proees Din-es P, DHT 0 =0,k
k
Doseves Diseeos Dy DﬂH; =P (Polyeder)
=0
:>S=c0nv(po ..... pk)DP
z.7.: POS
Sei x 0 P 0 R* affine Hiillen von p,, ..., p,
k
x:Za’jpj, a, OR, Zaj =1
=0
xOP=(H;
k k
:>bl.S(al.,x>=Za'j<ai,pj>=a’i<ai,pi>+Za'j<ai,pj>
J=0 > j=0 =,
mit £>0 k
= a,(b+e)+> ab,

Jj=0

k

:ai£+(20/jjbi

J=0

=1
=a£+b,
= 0<a¢e = a,20
——
>0
=>a= Za’ ;p; st konvexe Kombination= x[1§ O

Do> Py OR?
conv(po,pl) =[p0,p1] = Strecke
{(l—t)po +10p, ‘tD[O,l]} ={(1-1) p, + p, [t OR}

A=Affine Hiillen von {po N2
dim[ py, p,] =dimA =1 —_[pynl]

I'R'=R - R, t>(1-1) p, +1 P, NPIA
=imI=A, I1{[0,1])=[p,. p|]
I :R O “Abijektiv

P [JR"Polyeder,dimP =d <n

A = Affine Hiillen von P,dim D =d

OBijektion: / : R O ' A O R"
I"'(P)ist Polyeder in R
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Mit anderen Worten:  wir identifizieren A = R und konnen
so P O R?mitdim P =dimR? = d erreichen.

Satz 5: SeiP=ﬁ{<ai,x>2bi} OR"
i=1

Dann sind dquivalent:

a) dimP=n

b) é{(ai,x>>bi} 2

Beispiel: P =conv (O, e, ez)

Als Teilmenge von R*

P= i D]R2|x >0,x,20 —-x—x,=2-1
%, 1 =Y X = U, 1~ X = e, (i)

x . .
:{( 1j|x1 >0, x, >0, —x, —x, >—1}1st invers

: 3 o0
Als Teilmenge des R
X
P=3lx, |x1 20,x,20,—x,—x, 2-L x; =0
X3
X

=3 x, |x120,x220,—xl—xzz—l,x320,x3S0
X3
xl
=14| X, |xl>0,x2>0,—xl—x22—1, x>0,x,<0,#0

X3

Beweis (Satz 5):
a)=>b) dimP =n = Pliegtin keiner Hyperebene

Annahme: {x‘(a,.,x> >b.,i= 1,...,k} =
= [, so dass P D{x‘<ai0,x> =b } Q\

l

b)=a) Wenn{x[(a.x)>b.i=1..k} =0

= Pliegt in Hyperebene
= dimP<n-19
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Beispiel:

Definition:

Bemerkung:

Satz 6:

IstP = ﬂ{(a x> b} U R" ein Polyeder der Dimension n, so heiflit die Menge

P’ = ﬁ{(ai,x> >b,} das Innere von P.
i=1

Die Menge 0P = P\ P° heifit Rand von P.
= 0P ={x0P|(a,.x) = b, fiir ein iD{1,....k}}

P= conV(O, el,ez)

X
pP= %20, x,20, —x —x, 2-1
X

1-dimensionale Seiten von P = Kanten
{x1=0, xZZO,—xl—xzz—l} |
{xIZO, x2=0,—x1—x22—1} —_—
{x1 20,x,20, -x,—x, = —1}
0-dimensionale Seiten = Ecken

0
x=0,x,=0-x-x,2-1 2{( j}
o 0

iiberfliissig

1)Y(0
andere Ecken: ,
0/){1

Sei P ={<ai, x> 2b,i= 1,...,k} ein Polyeder und{ii,...,i,} O {1,...,k} eine beliebige
Teilmenge # 0.
Dann heif3t das Polyeder P, {<al, , x> =b,j=1.., r} eine Seite von P,

1-dimensionale Seiten heilen auch Kanten.
0-dimensionale Seiten heilen auch Ecken.

Sei P ein Polyeder, und S eine Seite von P.
Dann ist jede Seite S’ von S auch Seite von P.

SeiP = ﬂ{<al,x> > b} R" ein n-dimensionales Polyeder.

Ist die Dimension der Seite § = P n {<ai0 , x> = bl.u} <n-1,

so gilt schon P = ﬁ{<ai,x> > bi}

i=1
i#i,
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