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Definition: Die Dimension eines Polyeders P ist die Dimension des kleinsten affinen  

 Unterraums, der P enthält. 

 

Bemerkung: Dieser kleinste affine Unterraum ist genau die affine Hülle von P. 

 

Beispiel: [ ], , ,n
a b a b∈ =ℝ Strecke zwischen a und b. 

 Behauptung: [ ],a b ist Polyeder der Dimension 1. 

   L = Gerade durch ,a b = affiner Unterraum der Dimension 1 

   , , ,H L a H b H⊥= + +  

   Hyperebene durch a, bzw. b senkrecht zu[ ],a b  

   
a

H
+ = Halonebene an a H+ mit[ ], aa b H

+⊂  

   
b

H
+ =  Halonebene an b H+ mit[ ], ba b H

+⊂  

    [ ], a ba b H H L
+ +⇒ = ∩ ∩ ist also ein Polyeder 

Beispiel: Standardbasis 1,..., n
e e von nℝ  

 ( ) { }conv 0 0= , Polyeder der dim 0  

 ( ) [ ]1 1conv 0, 0,e e= , Polyeder der dim1  

 ( ) ( )1 2 1 2conv 0, , 0, ,e e e e=△ , dim 2=  

 ( )1 2 3conv 0, , , dim 3e e e ⇒ =  

 ( )1conv 0, ,..., ne e heißt Standard-Simplex der Dimension n. 

 Beobachtung: 10, ,...,
n

e e sind affin unabhängig 

 

Definition: Seien 0 ,...,
k

p p  ( )1k + − affin unabhängige Punkte im nℝ . 

 Die konvexe Hülle ( )0 1conv , ,..., kp p p heißt Simplex der Dimension k. 

Beweis: z.Z.: S ist Durchschnitt von Halbebenen 

 0 ,...,
k

p p  affin unabhängig⇒Affine Hülle k≃ ℝ  

 Œ wir arbeiten in ( )k
n k=ℝ  

 Für { }0,...,i k∈  

 0

spannen eine affine Hyperebene auf

,..., ,...,

i

i k

H

p p p
������	

�

sind k affin unabhängige Punkte,
i i

p H∉  

 
i

p⇒ liegt auf einer der beiden Halbebenen zu
i

H , diese sei
i

H
+ , also

i i
p H

+∈ . 

 
{ }
{ }

Sei ,
mit ,

,

i i i k

i i

i i i

H a x b
a b

H a x b
+

= =  ∈ ∈
= ≥ 

ℝ ℝ  

 
0

, , 1
k

j j j j

j

x v p α α
=

= ∈ =∑ ∑ℝ  

 

L

H

a

b

0
1e

1e

2e

2e

1e

3e

Satz 4: Der Simplex ( )0conv ,..., kS p p= ist ein Polyeder der Dimension k. 
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( )

( )

0 1

0

\ ,

, ,

, ,..., ,..., 0,...,

,..., ,..., : Polyeder

,...,

i i i i i i

j i j i

i k i

k

o i k j

j

o k

p H H a p b

p j i a p b

p p p p H i k

p p p H P

S conv p p P

+

+

+

=

∈ ⇒ >

≠ ⇒ =

⇒ ∈ ∀ =

∈ =

⇒ = ⊂

∩

 

  

 z.Z.: P S⊂  

 Sei k
x P∈ ⊂ ℝ affine Hüllen von 0 ,...,

k
p p  

   
0

, , 1
k

j j j j

j

x pα α α
=

= ∈ =∑ ∑ℝ   

   

( )

�

0 0

mit 0

0

0

1

0

, , , ,

0 0

i i

j

k k

i i j i j i i i j i j

bj j b

k

i i i i

j

k

i j i

j

i i

i i

x P H

b a x a p a p a p

b b

b

b

ε

α α α

α ε α

α ε α

α ε
α ε α

+

>= = =

>

=

=

=

>

∈ =

⇒ ≤ = = +

= + +

 
= +  

 

= +
⇔ ≤ ⇒ ≥

∑ ∑

∑

∑
����	

∩

 

  j jpα α⇒ =∑ ist konvexe Kombination x S⇒ ∈  

 

Beispiel: 2

0 1,p p ∈ℝ   

 ( ) [ ]0 1 0 1conv , ,p p p p= = Strecke 

 ( ) [ ]{ }
{ }0 1

0 1

A Affine Hüllen von ,

1 0,1
p p

t p t p t
=

− + ⋅ ∈∩ ( ){ }0 11 t p t p t= − + ⋅ ∈ℝ  

 [ ]0 1dim , dim 1p p A= =  

 ( )1 2

0 1: , 1I t t p t p= → − + ⋅ℝ ℝ ℝ ֏  

 [ ]( ) [ ]0 1im , 0,1 ,I A I p p⇒ = =  

 1:1: `I A→ℝ bijektiv 

 

Allgemein: nP ⊂ ℝ Polyeder, dim P d n= <  

 A = Affine Hüllen von P, dim D d=  

 ∃ Bijektion: 1:1: d n
I A→ ⊂ℝ ℝ  

      ( )1
I P

− ist Polyeder in dℝ  

1p
o

p
[ ]0 1,p p

A
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 Mit anderen Worten: wir identifizieren dA = ℝ und können 

so dP ⊂ ℝ mit dim dim d
P d= =ℝ erreichen. 

Beispiel: ( )1 2conv 0, ,P e e=  

 Als Teilmenge von 2ℝ   

 
1 2

1 2 1 2

2

0, 0, 1
x

P x x x x
x

   = ∈ ≥ ≥ − − ≥ −  
   

ℝ  

 
1

1 2 1 2

2

0, 0, 1
x

x x x x
x

   
⇒ > > − − > −  

   
ist invers 

 Als Teilmenge des 3ℝ  

 

1

2 1 2 1 2 3

3

0, 0, 1, 0

x

P x x x x x x

x

  
  = ≥ ≥ − − ≥ − =  
  
  

 

 

1

2 1 2 1 2 3 3

3

0, 0, 1, 0, 0

x

x x x x x x x

x

  
  = ≥ ≥ − − ≥ − ≥ ≤  
  
  

 

 

1

2 1 2 1 2 3 3

3

0, 0, 1, 0, 0

x

x x x x x x x

x

  
  

⇒ > > − − ≥ − > < ≠ ∅  
  
  

 

 

Beweis (Satz 5): 

 a)⇒b) dim P n P= ⇒ liegt in keiner Hyperebene 

  Annahme: { }, , 1,...,
i i

x a x b i k> = = ∅  

   0i⇒ ∃ , so dass { }0 0
,i iP x a x b⊂ =  

 b)⇒ a) Wenn{ }, , 1,...,
i i

x a x b i k> = = ∅  

  P⇒ liegt in Hyperebene 

  dim 1P n⇒ ≤ −  

 

 

 

 

Satz 5: Sei { }
1

,
k

n

i i

i

P a x b
=

= ≥ ⊂ ℝ∩  

 Dann sind äquivalent: 

  a) dim P n=  

  b) { }
1

,
k

i i

i

a x b
=

> ≠ ∅∩  

1e

2e

0

( )1

1
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 Ist { }
1

,
k

n

i i

i

P a x b
=

= ≥ ⊂ ℝ∩ ein Polyeder der Dimension n, so heißt die Menge 

 { }0

1

: ,
k

i i

i

P a x b
=

= >∩ das Innere von P.  

 Die Menge 0\P P P∂ = heißt Rand von P. 

  { }{ }, für ein 1,...,
i i

P x P a x b i k⇒ ∂ = ∈ = ∈  

 

Beispiel: ( )1 2conv 0, ,P e e=  

 
1

1 2 1 2

2

0, 0, 1
x

P x x x x
x

   = ≥ ≥ − − ≥ −  
   

 

 1-dimensionale Seiten von KantenP =  

  

{ }
{ }
{ }

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

0, 0, 1

0, 0, 1

0, 0, 1

x x x x

x x x x

x x x x

= ≥ − − ≥ −

≥ = − − ≥ −

≥ ≥ − − = −

 

 0-dimensionale Seiten Ecken=  

  1 2 1 2

überflüssig

0
0, 0, 1

0
x x x x
     = = − − ≥ − =    

    
������	

 

   andere Ecken:
1 0

,
0 1

   
   
   

 

 

Definition: Sei { }, , 1,...,
i i

P a x b i k= ≥ = ein Polyeder und{ } { },..., 1,...,i ri i k⊂ eine beliebige  

 Teilmenge 0≠ .  

 Dann heißt das Polyeder { }1 , , 1,...,
j ji iP a x b j r= = eine Seite von P, 

 1-dimensionale Seiten heißen auch Kanten. 

 0-dimensionale Seiten heißen auch Ecken. 

 

Bemerkung: Sei P ein Polyeder, und S eine Seite von P. 

 Dann ist jede Seite S′ von S auch Seite von P. 

Satz 6: Sei { }
1

,
k

n

i i

i

P a x b
=

= > ⊂ ℝ∩ ein n-dimensionales Polyeder.  

 Ist die Dimension der Seite { }
0 0
,

i i
S P a x b= ∩ = 1n< − ,  

 so gilt schon { }
0

1

,
k

i i

i
i i

P a x b
=
≠

= ≥∩  


