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Beweis: 0Œ 1i =  

 Sei { }
2

,
k

i i

i

Q a x b P
=

= ≥ ⊃∩  

 Zu zeigen: P Q=  

 Annahme: \P Q q Q P≠ ⇒ ∃ ∈  

  

{ }
{ }
{ }

2

1 1

1 1

1 1

,

,

,

,

k

i i

i

q Q a x b

q P Q a x b

q S Q a x b

a q b

=

∈ = ≥

∉ = ∩ ≥

∉ = ∩ =

⇒ <

∩

 

  Sei A = affine Hülle von q und S 

   �
1

dim dim 1 dim
n

A S n P
< −

≤ + < =  

   1 1\ ,p P A a p b⇒ ∃ ∈ ⇒ >  

  Strecke[ ] { }, conv ,p q p q Q= ⊂ , weil 1 1,a q b< und 1 1,a p b>  

   schneidet [ ],p q die Hyperebene{ }1 1
,a x b=  

  Sei{ } [ ] { } { }1 1 1 1
, , ,r p q a x b Q a x b S= ∩ = ⊂ ∩ = =  

   r S⇒ ∈  

  Andererseits: 

   [ ] { },
,

,

q P p P
p q A q

q A p A

∉ ∈ 
∩ =∈ ∉ 

 

  Aber 

   

1 1

1 1

\ ,

und ,

q Q P a q b
r q

a r b

r A r S

∈ ⇒ < 
⇒ ≠

= 

⇒ ∉ ⇒ ∉

 

 

Satz 6: Sei { }
1

,
k

n

i i

i

P a x b
=

= > ⊂ ℝ∩ ein n-dimensionales Polyeder.  

 Ist die Dimension der Seite { }
0 0
,

i i
S P a x b= ∩ = 1n< − , so gilt: 

  { }
0

1

,
k

i i

i
i i

P a x b
=
≠

= ≥∩  

Satz 7: Sei { }
1

,
r

n

i i

i

P a x b
=

= ≥ ⊆ ℝ∩ ein Polyeder und { }
1

,
j j

s

i i

j

S P a x b
=

= ∩ =∩  

 (mit{ } { }1,..., 1,...,
j

i i r⊂ ) eine Seite. Dann gilt: 

  ( )
1

dim Rg ,...,
si i

S n a a= −  
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Beweis: Œ Annahme: S ist maximal 

  d.h. { },
k k

S a x b S
≠

∩ = ⊂ für { }1,..., j
k i i∉  

  Sei { }
1

,
j j

s

i i

j

A a x b
=

= = =∩ affiner Unterraum mit zugehörigem UVR: 

  { }
1

, 0
j

s

i

U

a x
=

=∩  

   ( )
1

dim Rg ,...,
si i

A n a a⇒ = −  

   S A⊂ und S liegt in keiner weiteren affinen Hyperebene 

    dim dimS A⇒ =  

Beweis: Sei { }
1

,
r

i i

i

P a x b
=

= ≥∩ mit r minimal. 

 a) 1nP r≠ ⇒ ≥ℝ  

  { }dim , 1
i i

P a x b n∩ = = −  

 

 b) Sei { }
1

,
j j

s

i i

j

S P a x b
=

= ∩ =∩ mit ( )
1

dim Rg ,...,
si i

n d

S d n a a

−

= = −
������	

 

  d.h. 
1
,...,

si i
a a spannen UVR der Dimension n-d auf. 

  Basisauswahlsatz⇒Es gibt darunter n-d linear unabhängige Vektoren 

  Œ Seien
1 1
,...,

n di i
a a

− −
linear unabhängig 

  { }1

1

,
j j

n d

i i

j

S P a x b
− −

=

′⇒ = ∩ =∩ ist Seite von P  

       der Dimension ( )dim 1 1S n n d d′ = − − − = +  

  Nach Konstruktion S S ′⊂ Seite⇒Behauptung 

 

 c) Sei S eine Seite von P der Dimension n-2. 

  Dann gibt es 2 Hyperebenen, die S ausschneiden. 

  { } { }1 1 2 2Œ , ,S P a x b a x b= ∩ = ∩ =  

 

 

Satz 8: Es sei nP ⊂ ℝ , nH ⊂ ℝ affine Hyperebenen und q eine Ecke von Q P H= ∩ . 

 Dann ist q entweder Ecke von P oder  

 Durchschnitt von H mit einer Kante von P. 

Satz 9: Sei nP ⊂ ℝ ein n-dimensionales Polyeder. 

a) wenn nP ≠ ℝ , so besitzt P Seiten der Dimension n-1 

b) Jede d-dimensionale Seite von P ist schon Seite einer 

 (d+1)-dimensionalen Seite von P. 

c) Jede (n-2)-dimensionale Seite gehört zu genau 2 (n-1)- 

 dimensionale Seiten. 
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  Insbesondere gilt: 

  Sei { }, 1,2
i i i

S P a x b i= ∩ = =  

   dim 1
i

S n⇒ = − und 1 2S S S= ∩  

  Zu zeigen: Es gibt keine weitere (n-1)-dimensionale Seite,  

    die S als Seite enthält. 

  Annahme: { }3 3 3,S S P a x b⊂ = ∩ =  

   1 2 3 1 2S S S S S S S⇒ ⊂ ∩ ∩ ⊂ ∩ =  

   

{ }
{ } { }

3

1 2 3

1

1 2 3 1 2 3

3 1 1 2 2 1 2

,

dimspan , , Rg , , 2

, 0

i i

i

S S S S P a x b

a a a a a a

a a aα α α α

=

⇒ = ∩ ∩ = ∩ =

⇒ = =
⇒ = + ≠

∩

 

   Seien { }, 1, 2,3
i i i

H a x b i= = =   Hyperebenen 

    
i i

S P H⇒ = ∩  

   

1 2

1 2 3 3

S S S

x H H P x H P S

∩ ∩=

∈ ∩ ∩ ⇒ ∈ ∩ =
����	

 

   1 1 2 2, , ,a x b a x b= =  

    3 3 1 1 2 2 1 1 2 2, , ,b a x a x a x b bα α α α⇒ = = + = +  

 

  Fall 
1 2
, 0α α ≥ : 

   Für

31 2

3 1 1 2 2 1 1 2 2
, , ,

bb b

x P a x a x a x b bα α α α
=≥ ≥

∈ ⇒ = + ≥ +
����	����	 ����	

 

   ⇒Ungleichung 3 3,a x b≥ überflüssig 

 

  Fall
1 2

0, 0α α< > : 

   

� �
�

33

2 2 3 1 1

1
2 3 1

2 2

0 0

1
3 1 2

2 2

, , ,

1
, , ,

1

bb

x P a x a x a x

a x a x a x

b b b

α α
α

α α

α
α α

≥≥
> >

∈ ⇒ = −

⇔ = −

⇒ ≥ − =

��	
 

   ⇒wieder eine Ungleichung überflüssig 

 

  Fall
1 2
, 0α α > : 

   
�� �

1 2

3 1 1 2 2 1 1 2 2 3

0 0

, , ,

b b

a x a x a x b b bα α α α
< <≥ ≥

= + ≤ + =
��	

 

 

 

 

 

 

 



  ≪ ≫

Lineare Algebra und analytische Geometrie II 
Birkenhake 

Sommersemester 2004 
Vorlesung 16  Dienstag, 22. Juni 2004 

 

   

 
71 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Beweis: a) ⇔ b) folgt aus Satz 7, da Ecken Seiten der Dimension 0 sind 

 a) ⇔ c) { } { } { }, 1,...,
j j

i J

p P a x b J k
∈

= ∩ = ⊂∩  

  Dabei sei J maximal gewählt 

   { }1,..., \i k J⇒∀ ∈ gilt:    ,i ia p b
≠
>  

  Sei ,
j j

j J j J

a a b b
∈ ∈

= =∑ ∑  

   , ,
j j

j J j J

a p a x b b
∈ ∈

⇒ = = =∑ ∑  

  für \x P p∈ : , ,

j

j j

j J j J
b

a x a x b b
∈ ∈

≥

= ≥ =∑ ∑
��	

 

  { } { },a x b P p⇒ ≤ ∩ =  

 c) ⇔ d) Sei
0 1
,q q P∈ mit ( ) [ ]0 1 0 11 ,p tq t q q q= + − ∈  

   [ ] { }0 1
, ,q q P a x b⇒ ⊆ ⊂ ≥  

  wenn
i

p q≠ , ia q b⇒ >  

   ( ) ( )0 1, , 1 , 1a p t a q t a q tb t b b⇒ = + − > + − =    zu ,a p b=  

 d) ⇔ b) Sei { }1,...,J k⊂  

  ,
j

j

j

b j J
a p

b j J

= ∈= > ∉
 

  Sei { }, ,j jA x a x b j J= = ∈ affiner Unterraum von nℝ mit p A∈  

  Annahme: dim 0A >  

   A⇒ enthält ein Gerade L durch p 

   Für i J∉ gilt: ,i ia p b>  

   ⇒ ∃ Strecke [ ]0 1 0 1, , ,p q q L p q q∈ ⊂ ≠  

    mit [ ]0 1, , ,i ia x b x q q i J> ∀ ∈ ∀ ∉  

    
[ ]0 1

,

dim 0

q q P

A

⇒ ∈
⇒ =

 

Satz 10: Für ein Polyeder { }
1

,
k

n

i i

i

P a x b
=

= ≥ ⊂ ℝ∩ und p P∈ sind äquivalent: 

a) p ist Ecke von P 

b) Es gibt{ } { }1,..., 1,...,ni a k⊆ , so dass
1
,...,

ni i
a a linear unabhängig sind 

und{ } { }
1

,
j j

n

i i

j

p a x b
=

= =∩  

c) Es gibt einen Halbraum{ },a x b≤ , der P nur in p schneidet 

d) Sind
0 1

q q≠ Punkte in P und ( )( ) [ ]0 1 0 11 ,p tq t q q q= + − ∈ , dann gilt: 

 0 oder 1t t= = , d.h.
0 1

oderp q p q= =  


