Lineare Algebra und analytische Geometrie 11
Birkenhake

Sommersemester 2004

Vorlesung 16 Dienstag, 22. Juni 2004

Satz 6: SeiP = ﬁ{<a[, x> > bl.} U R" ein n-dimensionales Polyeder.
i=1

Ist die Dimension der Seite § = P n {<ai0 , x> = bl.o} <n-1, so gilt:

P= Q{<ai,x> > bl.}

Beweis: Ei =1
SeiQ = ﬁ{<ai,x> > b,.} ap
i=2

Zu zeigen:
Annahme:

= <a1, q> <b,
Sei A = affine Hiille von g und §
dimA<dimS+1<n=dimP
[

<n-1
=[pOP\A = (a,p)>b
Strecke[p, q] = conv{ p,q} 0o, weil(al,q> <b, und(al, p> > b,
schneidet[ 22 q] die Hyperebene{ <a1, x> = bl}
Sei{r} =[p,q] N {(al,x> =b1} don {(al,x> =b1} =S
=ris

Andererseits:
qUP,pUP

}[M] n A={q}

qUO\P = <al,q><b1
und<a1, r> =b,
=rU0A = rgs§

}:M";tq

Satz 7: SeiP = h{<ai,x> > bi} O R" ein Polyeder und S = P n ﬁ{<ai/ ,x> = bi_}

J
i=1 j=1

(mit{i,,...,ij} D{l r} ) eine Seite. Dann gilt:
dimS$ =n —Rg(al.I S )
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Beweis: (E Annahme: S ist maximal

ah.$ n{{a,,x) =} 05 firk 0,1

Sei A= {<a,.j , x> = b,.j} = affiner Unterraum mit zugehdrigem UVR:
j=t

S

Ao

U=l
= dimA=n-Rg(q,....q, )

S 0J Aund S liegt in keiner weiteren affinen Hyperebene
=dimS =dim A

Essei P I R", H [J R"affine Hyperebenen und ¢ eine Ecke vonQ =P n H .
Dann ist g entweder Ecke von P oder
Durchschnitt von H mit einer Kante von P.

Sei P [J R" ein n-dimensionales Polyeder.

a) wenn P #R", so besitzt P Seiten der Dimension n-1

b) Jede d-dimensionale Seite von P ist schon Seite einer
(d+1)-dimensionalen Seite von P.

c) Jede (n-2)-dimensionale Seite gehort zu genau 2 (n-1)-
dimensionale Seiten.

Beweis: Sei P = h{(ai, x> > b,.} mit ¥ minimal.
i=1

a) PZR" = r21
dimPn{(ai,x>=b.}:n—1

1

b) Sei S=Pn n{<al,,x> = bl,} mitdim§ =d =n-Rg(q, ,...a,
j:l J J v s
d.h. 4, ,...,q; spannen UVR der Dimension n-d auf.
Basisauswahlsatz = Es gibt darunter n-d linear unabhéngige Vektoren
(E Seien Qoo linear unabhéngig
n—d-1

=S5"=Pn ﬂ {<a,.j,x> :b,.j} ist Seite von P

j=1
der Dimensiondim S’ =n —(n -d —1) =d+1
Nach Konstruktion § [J S’ Seite = Behauptung

¢) Sei S eine Seite von P der Dimension n-2.
Dann gibt es 2 Hyperebenen, die S ausschneiden.

ES=P n{(al,x> =b1} n{(az,x> =b2}

<69



Lineare Algebra und analytische Geometrie 11
Birkenhake

Sommersemester 2004
Vorlesung 16 Dienstag, 22. Juni 2004

Insbesondere gilt:
SeiS, =P n{(a.x)=b} i=12

=dimS, =n-1lundS =S, nS,
Zu zeigen: Es gibt keine weitere (n-1)-dimensionale Seite,
die S als Seite enthilt.

Annahme: SOS;,=Pn {<a3,x> :b3}
=505 nS,nS,08nS,=S
=85=5n8,nS8, :Pnﬁ{<a,.,x>:b,.}
i=1
:dimspan{al,az,%} =Rg{al,a2,a3} =2
=a,=aq,+t0,a, a,a,%0
Seien H, ={<ai,x> =bl.} i =1,2,3 Hyperebenen
=S, =PnH,
xUH, nH,nP = xUH,nP=8,
$,n8,n=§
<a1,x>=b1, <a2,x>=b2
= b, =<a3,x> =q, <a1,x> +a, <a2,x> =ab +a,b,

Fall a,,a,=0:
FirxP = <a3,x> =a, (al,x>+a'2 <a2,x>20'1b1 +a,b,

2h b, =bs

= Ungleichung <a3 , x> = b, iiberfliissig
Falla, <0,a,>0:

xUP = a, <a2,x> =<a3,x>—a'1 <a1,x>

1 a
< <a2,x> =;<a3’x>__l<a1’x>
—— —

a

——  =2h NIE S
>0 >0
1 a

= >—b,—=Lb =b,
a, a,

= wieder eine Ungleichung iiberfliissig

Falla,,a, >0:
<a3,x> = Eﬁ<a1’x> +gg<a2’x> sab +a,b, =b, <§
<0 =b <0 2b,
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k
Satz 10: Fiir ein Polyeder P = ﬂ{(a[, x> > b.} [JR" und p U P sind dquivalent:
i=1

a) pist Ecke von P
b) Es gibt{il,...,an} D{l,...,k} , so dass a5 linear unabhéngig sind

und{ } = ﬁ{<aik[ ,x> = bl./}

J=1

Es gibt einen Halbraum{{a,x> < b} , der P nur in p schneidet

Sind g, # g, Punkte in P und p = (tq, +(1-1)¢,)O[gy.q,] . dann gilt:
t=0odert=1,d.h. p=g, oder p=gq,

Beweis: a) = b) folgt aus Satz 7, da Ecken Seiten der Dimension O sind

Seia=a,, b= b,

joJ joJ
:><a,p> =Z<aj,x> =ij =b
joJ JjaJs
firxUP\ p: <a,x>=z<aj,x>22bj=b

JoJ ~———  jOJ
>b,
=

:{(a,x>sb} N P:{p}
c) = d) Seiqo,qlDPmitp=tq0+(1—t)qlD[qo,ql]
:>[q0,ql] upP D{(a,x>2b}
wenn p # q, = (a,q,) >b
:><a,p>=t<a,q0>+(1—t)<a,ql>>tb+(1—t)b=b zu<a,p>=b
d) = b) SeiJ O{L....k}
=2y o
j
Sei A ={x‘<aj,x> = bj, jU J} affiner Unterraum von R" mit p A
Annahme: dimA >0
= Aenthilt ein Gerade L durch p
FiriOJ gilt: (a,, p)>b,
= OStrecke p O[qy.¢,] O L, p # 4,.4,
mit{a,, x)>b, Ox0[q,.q,]. 0i0J
:[qo,ql]DP
=dimA=0 ]
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