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Beweis: P ein beschrinktes Polyeder, mit Ecken E,,..., E,
Pkonvex, E,,...,E,OP - conv(E,,...E,) O P
Zu zeigen: P[] conV(El,...,Es)

Induktion iiberdim P :
dimP =0
dimP=n>0, EPOR"

+
Fall 1: xO0P = CSeiteP'OP, xOP'

P’ beschrinkt mitdim P’ < dim P
= P' =konvexe Hiille seiner Ecken
Ecken von P' [1 Ecken von P

= chonV{Ecken von P} O conV{El,...,E}

s

Fall 2: xOP°
Sei L Gerade durch x, L = x+ Ry

LnP= [x +1,v, X +tlv] Strecke
x+tyw, x+tvOR [0 conv{ El,...,ES}

= x[lconv{x+t0v, x+t1v} U conv{ El,...,ES}

0
Kegel: SeiM UR" und pUOR"
Der Kegel iiber M mit Spitze p ist die Vereinigung aller Strahlen an p
durch Punkte von M. q,
cone, (M) = U { p +[(q— p)‘ [DRE(,}

qM
P

FirM OR", pUR"gilt:
Der Kegel iiber konvexe Hiillen von M mit Spitze p ist gleich der konvexen

Hiille des Kegels tiber M mit Spitze p.
cone, (conv (M )) =conv (coneﬂ (M))

Beweis: "conep (COIIV(M)) O conv(conep (M))"
Sei x[cone, (M) = x=p+t(q—p)mitchonV(M),t20

k
it qzzaiqi’ g, UM

i=1

<75>



Lineare Algebra und analytische Geometrie 11
Birkenhake

Sommersemester 2004
Vorlesung 18 Dienstag, 29. Juni 2004

X =p+t(zk:aiq—pj

i=1

fSor(se)

i=1

k

P"‘tza,-(‘]_P) =2aip+itai(qi -p)

=1 i i=1

Z::a'i (p +t(ql. *p)) Dconv(conep (M))

i

Dconep(M)
"cone, (M) O conv(conep (M))"

Ok

Seix=zk:a'i(p+t(qi —p))mitqi UM, t, =0

i=1

= X :(Zk:aijp +i0’itiqi —(ia’iti]p, (Eia’iti Z (0 sonst at, = 0= x= p
i=1 i=l i=1

i=1

k
Sei Y at, =1t>0
-

: Lap, . at, Sar _t
x=p+20’itiqi—tp:p+t(2%qi—p mlthO,Z#Z—:l

i=1 i=1 i=1 t t

= x[cone, (conv (M ))

[

P [ R" beschriinktes Polyeder
Dy»---» D, die Ecken von P

{[ Dos p,.], i=1,..., k} enthilt insbesondere die Kanten an p,, .
Klar: [po,pi] up

Diese Strecken definieren Strahlen an p,, .

k
Satz 6: Pl COHV(U Sij

i=l

Beweis: P =conv (p0 ..... Dy ) O cone,, (conv(p1 ..... Dy ))
I
conv (cone " ( Dyseees Dy ))
s

Satz 7: Satz 6 gilt auch fiir unbeschrinkte Polyeder,dim >1.
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§ 6 Das Optimierungsproblem

1
1 Wiederholung: Produktionsmodell in § 1 i
o Unternehmen ,,LeckerSchoki&Co* i

o - Problem: Profit maximieren "

i = Lineares Programm (LP) I

n 3x, +2x, <18 , ;
o Nebenbedingungen i
n X, <4 o i
i =Restriktionen i
I 2x,<12 ’
n i
" x,x, 20 } Vorzeichenbedingung "
n i

(el
o

2
n
" X 2|/ 0
" < Polyeder P = x=( jDR X ) <12, (
n 2
" X
0
1

(

n 1
o Lineare Zielfunktion: f (x) =clx= (30,50) X i
n 1
o Problem: Finde x [ P mit f (x) maximal. !
n "
n 2

n Graphische Losung: Die Ecke (J von P tut’s. "
n
n

Fiir beschrinkte Polyeder

Seil] # P [ R" ein beschrinktes Polyeder und f : R" — R linear.
Dann gibt es eine Ecke p [ P, in dem f das Maximum seiner Werte (in P)

annimmt:

f(x)sf(p) DxOP

Beweis: Seien{ Dos-ees pk} die Ecken von P
= P =conv ({ Do» o> pk})

k k
xOP = x=20’ipi, a, =0, Zag:l
i=1 i=1
L, , so dassa, >0

Annahme: f(x) > f(pi), 1=0,..k
= a,.f(x) = a’if(pi) i=0,...k (mit ">"1in einem Fall)
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:(iaijf(x)>zk:aif(pi)

i=0

f(x)>f(§a,-p,}=f(X) )\

= 0(x) mit £ (x) </ (py,)
Sei p O{ pys-.s Py} » s0 dass £ ( p) :max{f(po) ,,,,, f(Pk)}

= 1 ()< £ (py)< 7 (p)
Die Ecke p aus Satz 1 heif3t optimale Ecke fiir die Linearform f.

Sei P = ﬁ{(ai,x> > bi} U R"ein Polyeder und
i=1

{p} = ﬁ{(a[, x> = bi} (n < k) eine Ecke von P.

i=1

Fiir Koeffizientenq,,...,a, < 0ist p optimal fiir die Linearform

f(x) :Zai (a,,x)

Beweis: f (p) = Zn:a,- <Cl,-,P> = iaibi
i=1 i=l

Sei x 0 Pbeliebig= (a,,x)=b, i
:>f(X):Zﬁ<ai’X>SZaibi =rf(p)
i=1

— [
i=0 <0 <h,

= p optimal
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