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Sei B Darstellungsmatrix einer Bilinearform und C Übergangsmatrix 
t
CBC neue Darstellungsmatrix 

 
 Rg dimC n V= =  

 ( )Rg RgtCBC B⇒ =  

  ⇒  Rang der Darstellungsmatrix einer Bilinearform ist unabhängig von der  
   Wahl der Basis. 
 
Definition: Der Rang einer Bilinearform ϕ  ist der Rang einer Darstellungsmatrix für ϕ  

  Rg Rg Bϕ =  

 
Beispiel: a) f gϕ = ⊗  

  ( )
1

1Rg Rg ,..., 1n

n

f

f g g g

f

  
  ⊗ = ⋅ ≤  
  
  

⋮  

 

 b) .,.  Skalarprodukt hat die Darstellungsmatrix 1  

  Rg .,. Rg n n⇒ = =1  

 
Allgemein: :ϕ × →V V K  Bilinearform 

 ⊆M V  

 orthogonales Komplement von M bzgl. ϕ  

  ( ){ }, 0   M V Mv v w wϕ⊥ = ∈ = ∀ ∈  

Beispiel: ( ),n

nB= ∈V K M K  

 

( )
( ){ }

{ }
{ }
{ }

( )

: , ,

, 0

0

0

0

ker :

Entartungsraum von

V V K

V K   K

K   K

K

K

K K

t

B B

n n

B

n t n

n t

n t

t n n

x y xBy

x x y x

x xBy y

x xB

x B x

B

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

⊥

× → =

= ∈ = ∀ ∈ =

= ∈ = ∀ ∈ =

= ∈ = =

= ∈ ⋅ = =

= → =

=

 

 

Wdh.: .,. : n n× →ℝ ℝ ℝ  Skalarprodukt 

 n⊂ ℝM  beliebige Teilmenge 
 orthogonales Komplement: 

  { }, 0  y y x x
⊥ = ∈ = ∀ ∈ℝM M  
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Definition: Eine Bilinearform ϕ  heißt nicht-entartet (nicht-ausgeartet), wenn { }0⊥ =V . Das 

ist äquivalent zu: 

  ⇔  für alle ( )  0Vv v∈ ≠  gibt es ein w∈V mit ( ), 0v wϕ ≠  

  ⇔  aus ( ), 0v wϕ =  für alle 0w v∈ ⇒ =V �    

  ⇔  Rg dimnϕ = = V  

 
Beispiel: Das Skalarprodukt ist nicht ausgeartet. 
 

:ϕ × →V V K  Bilinearform 

 

  v ∈V fest ( ) ( ): , ,v vw w v wϕ ϕ ϕ⇒ → =֏V K  

   ( )v,.ϕ
�

 

   ( ) ( )*,. ,
K

V V Kv v Homϕ ϕ= ∈ =  

  ⇒  Homomorphismus von Vektorräumen 

  ( )
*

*: ,
v

F F Hom
v ϕ
 →

⇒ ∈
 ֏

K

V V
V V  

Beweis: Umkehrabbildung: ( ) ( )* *: ,F Hom→ ∈
K

V V V V  

  ( ) ( )( )
( )

( )
,

: , ,
F F

Hom

v w F v wϕ ϕ
∈

× → =֏
��	

K
V K

V V K  

 

  Mit Basen bzw. mit n=V K   

  ( ): , ,     ,n n t n
x y xBy x yϕ ϕ× → = ∀ ∈K K K K  

  mit ( )nB ∈M K  

  ( ) ( ): , ,K K
n t

x x y x y xByϕ ϕ ϕ⇒ → = =  

   t

x
xBϕ =  (Zeilenvektor) 

  D.h. Darstellungsmatrix von 
x

ϕ  ist de Zeilenvektor t
xB  

  Identifizieren wir ( )** n n= =V K K (Spaltenvektoren) 

  *: n n
F⇒ = → =V K V K  

      ( )t
t tx xB Bx=֏  

    ⇒  Darstellungsmatrix F ist tB  
 

 

Satz 2: Die Zuordnung Fϕ ֏  definiert einen kanonischen Isomorphismus von 

Vektorräumen. 

   
( )*,

: K
V V

V V K

                                      

Bilinearformen
Hom

F

ϕ
ϕ

 
→ × → 

∼

֏
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Beweis: Es genügt ) )d c⇔  zu zeigen 

 

  d) bedeutet  *: ,V V
v

F v ϕ→ ֏ ist surjektiv. 

  Da *dim dim=V V gilt:  F surjektiv ⇔ F bijektiv 
   Aber: F Bijektiv Rg dimF⇔ = V  

    Rgϕ
�

  

    Rg dim )cϕ⇔ = ⇔V  

Beweis: ϕ U nicht ausgeartet bedeutet: 

  :ϕ × →U U U Knicht ausgeartet. 

  Sei v ∈V beliebig 
   :

v
ϕ⇒ →V K Linearform 

   :
v

ϕ⇒ →U U KLinearform 

  Prop3 angewandt auf ϕ U  

   u⇒ ∃ ∈U  , so dass 
v u

ϕ ϕ=U U  

   ( ) ( ), ,     v w u w wϕ ϕ⇒ = ∀ ∈U  

   ( ), 0       v u w wϕ⇔ − = ∀ ∈U  

   ( ){ }, 0   v u x x w wϕ⊥⇒ − ∈ = ∈ = ∀ ∈U V U  

  Sei v u u
⊥ ⊥− = ∈U  

   v u u
⊥⇔ = +  mit ,u u⊥ ⊥∈ ∈U U  

   ⊥⇒ + =U U V  

  z.Z.:  { }0⊥∩ =U U  

  Annahme:  u
⊥∈ ∩U U  

   ( ), 0     u v vϕ⇒ = ∀ ∈U  

   Aber ϕ U nicht ausgeartet 0u⇒ =  

Propostition 3: Sei :V V Kϕ × →  Bilinearform 

   Dann ist äquivalent: 
   a) ϕ  ist nicht ausgeartet 

   b) für alle 0 v≠ ∈V gibt es ein Vw∈  mit ( ), 0v wϕ ≠  

   c) Rg dimϕ = V  

   d) zu jeder Linearform *f ∈V gibt es ein v ∈V  

    mit 
v

f ϕ=  

   (d.h. ( ) ( ) ( ),    Vvf w w v w wϕ ϕ= = ∀ ∈ ) 

 

Satz 4: Sei ϕ  eine Bilinearform auf einen Vektorraum V  und ⊆U V ein endlich- 

   dimensionaler Untervektorraum, so dass ϕ U nicht ausgeartet ist. 
  Dann gibt es eine direkte Summenzerlegung 

    ⊥= ⊕V U U  
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Bemerkung:  Sei , , ,ϕ ⊥
V U U  wie in Satz 4, dim < ∞V  

   Für ,u u⊥ ⊥∈ ∈U U  

    ( ), 0u uϕ ⊥⇒ =  

   Ist 1B  Darstellungsmatrix von ϕ U  

   Und 2B  Darstellungsmatrix von ϕ ⊥
U  

    1

2

*

0

B

B

 
⇒  
 

Darstellungsmatrix von ϕ  

 

Beispiele:  a) 
2

2 2
2 1 .,. :ϕ⇒ = × →ℝ ℝ ℝ1 Skalarprodukt 

   2
U R Rv= ⊂  Gerade 

   ⊥
U   

   Rechter Winkel in euklidischer Geometrie 
 

   b) 
1 0

0 1
B

 
=  − 

,   2 2:
B

ϕ × → ℝR R              (Minkowski Produkt) 

   2
x= ⊂ ℝU R      Gerade 

   ?⊥ =U  

   ( ) 1 0 1 0
0 , ,

0 1 0 1
U

t

By y x y x y xϕ⊥     
∈ ⇔ = = =    − −    

 

   
1 0

0 1
x x

 
 − 

֏   Spiegelung an 1x Achse 

 

Spezialfall:  3

1

1

 
=  

 
ℝU  

    3 3
⊥⇒ =U U  

    2
3 3

⊥⊕ ≠U U R  

    denn 3UB
ϕ  ist ausgeartet. 

 

u
⊥ u


