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Sommersemester 2004
Vorlesung 2 Donnerstag, 22. April 2004

Sei B Darstellungsmatrix einer Bilinearform und C Ubergangsmatrix
'CBC neue Darstellungsmatrix

RgC=n=dimV
= Rg('CBC) =Rg B
= Rang der Darstellungsmatrix einer Bilinearform ist unabhéngig von der
Wahl der Basis.

Definition: Der Rang einer Bilinearform ¢ ist der Rang einer Darstellungsmatrix fiir ¢

Rggp=RgB
Beispiel: a) ¢=f0g
hi
RgfOg=Rg||! |dg,....8,)|<1
i

b) <,> Skalarprodukt hat die Darstellungsmatrix 1
=Rg(..)=Rgl, =n

Wdh.: <.,.>:]R” xR" - R Skalarprodukt

M OR" beliebige Teilmenge
orthogonales Komplement:

M” ={yOR|(y.x)=0 CrOM}

Allgemein: ¢:VxV - K Bilinearform
MOV

orthogonales Komplement von M bzgl. ¢
M” ={vOV|g(v.w)=0 OwOM}
Beispiel: ~ V=K",BOM, (K)
$,: VXV - K¢, (x.y) = "xBy

ve={x0K"|g, (x.y)=0 OxOK'} =
={x0K"|'xBy=0 OyOK'} =
={x0K"|'xB=0} =
={xoK"|'BE=0} =

=ker(’B:K” - K”)=

= Entartungsraum von ¢
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Definition: Eine Bilinearform ¢ heift nicht-entartet (nicht-ausgeartet), wenn V" ={0} . Das
ist dquivalent zu:
= firalle vOV (v#0) gibtesein wOV mit ¢(v,w)#£0
< aus ¢(v,w)=0 fur alle wOV =v=0
= Rg@g=n=dimV

Beispiel: ~ Das Skalarprodukt ist nicht ausgeartet.

@:VxV - K Bilinearform

vOVfest =>¢ :V - K,WI—)¢V(W):¢(V,W)
[

@ (v,.)
¢, =¢(v..)OV" = Hom, (V,K)
= Homomorphismus von Vektorrdumen

Satz 2: Die Zuordnung @ — F definiert einen kanonischen Isomorphismus von
Vektorrdumen.
{Bilinearformen

$:VxV o K
@ = F

} U T Homy (V,V*)

Beweis: Umkehrabbildung:(F Vo V*) O Homy, (V, V*)
@, VxV . K, ¢, (v,w) = (F(v)) (w)

|\ —;
OHomy (V,K) I:l

Mit Basen bzw. mit V = K"
¢:K'xK" - K,¢(x,y) ='xBy [x,yOK"
mit BOM, (K)
=@ K" - K@ (y)=¢(xy)="xBy
@. = 'xB (Zeilenvektor)
D.h. Darstellungsmatrix von @, ist de Zeilenvektor 'xB
Identifizieren wir V' = (K” )* = K" (Spaltenvektoren)
=>F:V=K" -V =K"
x> t(’xB) ='Bx

= Darstellungsmatrix F ist ‘B
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Propostition 3:Sei ¢ : VXV - K Bilinearform

Dann ist dquivalent:
a) ¢ ist nicht ausgeartet

b) fiiralle 0 #Zv1V gibt es ein wlJV mit ¢(v,w)¢0

¢) Rggp=dimV

d) zu jeder Linearform f OV gibtesein vV
mit [ =¢,

dh. f(w)=¢,(w)=¢(v.w) OwOV)

Beweis: Es geniigt d) < ¢) zu zeigen

d) bedeutet F:V - V',v> @ ist surjektiv.

Da dimV =dim V" gilt: Fsurjektiv < F bijektiv
Aber: F Bijektiv < RgF =dimV

I
Rg¢
= Rgp=dimV < c)|:|

Sei ¢ eine Bilinearform auf einen Vektorraum V und U U V ein endlich-

dimensionaler Untervektorraum, so dass ¢/U nicht ausgeartet ist.

Dann gibt es eine direkte Summenzerlegung
v=uou”

Beweis: ¢/U nicht ausgeartet bedeutet:
¢/U:UxU - Knicht ausgeartet.

Sei vV beliebig
= ¢@,:V - KLinearform

= ¢,/U:U - KLinearform
Prop3 angewandt auf ¢/U
= 0OU ,sodass ¢,/U=9¢, /U
3¢(v,w)=¢(u,w) OwOU
- ¢(v—u,w)=0 OwOU
=v-u0U" ={x0V|g(x.w)=0 OwOU}
Sei v—u=u"0U"
o v=u+u’ mit OU,u" 00"
—>U+U" =V
zZ.: UnU" ={0}
Annahme: u0Un U"
3¢(u,v)=0 vOU
Aber ¢/U nicht ausgeartet = u = ¢

| =
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Bemerkung:

Beispiele:

Spezialfall:

Sei ¢,V,U,U"” wie in Satz 4, dimV <o
Fir « 0U,u” O0U"

= ¢ (uD,u) =0 u” u
Ist B, Darstellungsmatrix von ¢/U
Und B, Darstellungsmatrix von ¢/TU"

&
= ( ' jDarstellungsmatrix von ¢

0 B,

a) 1,= ¢, =(..):R*xR’ - R Skalarprodukt
U =Ry O R? Gerade

'[UD

Rechter Winkel in euklidischer Geometrie

1 0 Y . .
b) B= 0 1) ¢, :R°xR” - R (Minkowski Produkt)

U=RxOR?* Gerade
U =2

yOU" - 0:¢B(y,x):’y(((l) _()ij=<y,((1) _OJx>

1 0
X (0 jx Spiegelung an x, Achse

denn ¢, /U, ist ausgeartet.
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