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1. Spiegeln an Hauptdiagonale
2. Spiegeln an x, —Achse

3. Drehung um den euklidischen rechten Winkel
Zwei Spiegelungen hintereinander ausgefiihrt ist das gleiche wie eine Drehung
um zweimal Winkel zwischen den Spiegelachsen.

= in symplektischer Geometrie in R* gilt fiir eindimensionale
Unterrdume:

U"=U

Definition: Eine Bilinearform ¢ auf V heif3t:
- symmetrisch, wenn ¢ (v, w) =¢ (w, v) Ov,wOV

- alternierend, wenn @ (v, w) =—¢ (w, v) v,wOV

Beispiel: - <,> = @, symmetrisch
1 0 .
- ¢, B= N symmetrisch

0 1
- ¢ C 2( . Oj alternierend

Ist ¢ Bilinearform auf V mit Darstellungsmatrix B
@ symmetrisch < Bsymmetrisch 'B=B

@ alternierend < B alternierend 'B=-B
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Beispiel:

Beweis:

In Matrizen

g,fDV*
fi
fOg:VxV - K, (ng)(v,w)=f(v)Q7(w); : (gl,...,gn)
I

Darstellungsmatrix
nicht symmetrisch oder alternierend
aber f g := f0g—g0 fistalternierend

—_—
Dachprodukt

(Symmetrie-Zerlegung)

Sei K ein Korper mit% UK

Dann lasst sich jede Bilinearform ¢ auf einem K — Vektorraum V eindeutig
als Summe @=¢,+9,
mit einer symmetrischen Bilinearform ¢; und einer alternierenden

Bilinearform ¢, schreiben.

Definition: @ (v, w) =%(¢(v, w) +¢(w,v))

,(v0) =3 (9 (v20) =9 ()
=>¢=¢;+9,

Eindeutigkeit: Istg =@, +¢, eine weiter Symmetriezerlegung

() = 2 (# () + 4 (w.1)) =
= %(¢S' (v, w) +@, (v, w) +, (w,v) +¢, (w,v)) —
=g, (v,w) -

¢ Darstellungsmatrix B

@, Darstellungsmatrix S = %(B + ’B)

¢, Darstellungsmatrix A = %(B - ’B)
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2 Symmetrische Bilinearformen

Wichtige Beispiele:  Skalarprodukt auf R”
(,.):R"xR" - R,

<x, y> = ixiyi Matrix 1,
i=1

euklidisches Skalarprodukt

Minkowski Form auf R*
¢:R*xR* - R
¢(x’ )’) =XV TNy, Ty XY,
1 0
. 1
Darstellungsmatrix |
0 -1
Sei ¢:VxV - K eine Bilinearform
@ definiert eine quadratische Form
q,:V - K
Vi @ (v, v)
Beispiel: ~ a) quadratische Form des euklidischen Skalarprodukts:
X, )
|- — — 2
X=1 |1=4q, (x)= inz =
i=1
X

b) die Minkowski-Form auf R* definiert die quadratische Form:
g:R* 5 R, g(x)=x"+x"+x7-x

(Polarisationsformel)
Fiir eine symmetrische Bilinearform ¢ auf einem K — Vektorraum V

(mit% UK) gilt:

#(v.0)=2 (a5 (v+#) =, (+) 4, ()

fur alle v, w'V, insbesondere ist ¢ durch g, eindeutig bestimmt.

Beweis: s (v+w) =¢(v+w,v+w)=q¢ (v)+2¢(v,w)+q¢ (w) O
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(Diagonalisierung symmetrischer Bilinearformen)

Sei % UK, sei @ eine symmetrische Bilinearform auf

einem K — Vektorraum V .
Dann gibt es eine Basisv,,...,v, DVmit¢(vl.,vj) =0fiuri # j

Beziiglich dieser Basis ist die Darstellungsmatrix von ¢

4y (Vl) 0
(¢(Vi’vj))i A

o

a4 (v.)

Beweis: Induktion iibern =dim V

Induktionsanfangn =1

Induktionsschrittl1<n - n+1

Die Behauptung gelte indim =n

SeidimV =n+1

Fall 1: ¢(v,w)=0 v, wdV
= @ =0 (fertig)

Fall2:  O,wOVmitg(v,w)#0
Polarisationsformel: [, UV, so dass
gy (v) =@ (vi.1) %0
= ¢/Kv, nicht ausgeartet
§1Satz 4=V =Ky, 0v," = dimv,” =dimV -1=n
Induktionsvoraussetzung aufv,” anwenden

= ¢/v,” diagonalisierbar

Seiv,,...,v,,, (Diagonal)Basis von v,”

VisVyseinsV

n+l

| BasisvonV,sodass¢(vl.,vj)=0 fl'iri;tjlz|
In Matrizen
IstSUM, (K) symmetrisch (Darstellungsmatrix von ¢ )

= [A0GI, (K) mit' ASA = Diagonalmatrix

Beachte Voraussetzung% UK
Wiederholung: Hauptachsentransformation:
SUOM, (]R) symmetrisch (S Darstellungsmatrix von f : R" — R")
= [roo, (R) ( ‘TT = Il) mit7 ' ST = Diagonalmatrix
Aus TT=1 =T'='T
= 'TST =Diagonalmatrix

=iberR: Hauptachsentransformation
=> Diagonalisierung von symmetrischen Bilinearformen
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(Diagonalisierbarkeit symmetrischer Bilinearformen iiber R )

Zu jeder reellen symmetrischen Matrix S gibt es eine ALUGI, (R)

und Zahlenr,s =0, so dass

-1

s

Beweis: Satz2=0E S =

i

Seid, = ﬂ =D= 0al, (R)
1 5, =0 0 d
= 'DSD =Diagonalmatrix mit Eintrigen aus{O, il}

Die Elementarmatrix Ei]. = (el,...,el._l,ej,...,ej_l,ei,...,en) =

i
L
o
_ 0 1
e — 1 0
1
5
s, s
bewirkt: ’Eij (E, =
S, S;
SVl
J]‘r
= [Produkt E von E;;, so dass 'E'DSDE = 1,
0

,Normalform von symmetrischer Bilinearform*
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