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Beweis: Sei

0 0

0 0

0 0 0

r

t

sASA

 
 =  
 
 

1

-1 wie in Satz 3 

 Rg S r s⇒ = + ist unabhängig von der Diagonalisierung 

 ⇒ z.Z. r unabhängig von Diagonalisierung 

  Zu A gehört eine Basis 1,..., n
v v , so dass 

  ( )
0

1 1
,

1

0 sonst

t

S i j i j

i j

i j r
v v v Sv

r i j r s
ϕ

≠
+ ≤ = ≤= = − < = ≤ +


 

  (Es gilt:   ( )1,..., nA v v= ) 

 

 Sei

0

0 0

r

t

sA SA

′

′

 
 ′ ′ =  
 
 

1

-1 eine weitere Diagonalisierung. 

 z.Z. r r′=  

  Annahme: ,    r r r r′ ′≠ <Œ  

   Sei ( )1,..., nA w w′ = also 1,..., n
w w Basis bzgl. A′  

   also  ( ), 0 für   
S i j

w w i jϕ = ≠  

    ( )
1

, 1

0 sonst

S i j

i r

w w r i r sϕ
′+ ≤

 ′ ′ ′= − < ≤ +



 

   Sei { }1 1span ,...,U rv v= und { }2 1span ,...,U r nw w′+=  

    

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1 2

1

2

dim dim dim dim

0 da

0

0 weil
,

0 weil

U U U U U U

 U U

 U

 U

r n r n

t

S S

r n r n r r r r

u

u
uSu u u q u

u
ϕ

′− ≤

⇒ ∩ = + − +

′ ′ ′≥ + − − = − > <
⇒ ∃ ≠ ∈ ∩

> ∈
⇒ = = ≤ ∈

��� ��� �������

 

    Widerspruch  ! r r′⇒ =  

 

  

 

Satz 4: (Sylvestrischer Trägheitssatz) 

Sei S eine symmetrische, reelle n n× -Matrix. Die Zahlen r und s der Anzahl 

der 1+  bzw. 1− Einträge der Diagonalisierung von S (gemäß Satz 3), sind  

 unabhängig von der Diagonalisierung und eindeutig durch S bestimmt. 

 Man sagt: ( ),r s oder ( ), ,r s n r s− − ist die Signatur(Index) von S und  

   r s− der Trägheitsindex. 



  ≪ ≫

Lineare Algebra und analytische Geometrie II 
Birkenhake 

Sommersemester 2004 
Vorlesung 4  Donnerstag, 29. April 2004 

 

   

 
15 

 

 

 

 

 

  

 Sei

0 0

0 0

0 0 0

r

t

sASA

 
 =  
 
 

1

-1 und ( )1,..., nA v v=   

 d.h. 1,...,
n

n
v v ∈ℝ ist zugehörige Basis. 

 Seien: { }1span ,...,U rv v
+ =  

   { }1span ,...,U r r sv v
−

+ +=  

   { }0 1span ,...,U r s nv v+ +=  

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

, 0 0

, 0 0

, 0
�

U

U

U

S S

S S

S S

q v v v v

q v v v v

q v v v v

ϕ

ϕ
ϕ

+

−

⇒ = > ∀ ≠ ∈

= < ∀ ≠ ∈

= = ∀ ∈

 

 

Spezialfall: 
i i

v e=  

 

{ }

{ }

{ }

*

*

1 0

0

0

0

*

1
*

0

0

0

0

0 1 *

*

span ,...,

span ,...,

span ,...,

U

U

U

n

r

n

r r s

n

r s n

e e

e e

e e

+

−
+ +

+ +

  
  

= = ∈  
  
  

  
  
    = = ∈ 
  
  
    

  
  

= = ∈  
  
  

⋮
ℝ

⋮

⋮

⋮ ℝ

⋮

⋮
ℝ

⋮

 

Bemerkung: n

0 ker ker Entartungsraum von bzgl.U V
t

S
S S ϕ⊥= = = = ℝ  

 

Definition: Eine symmetrische Bilinearformϕ auf einem K -VektorraumV heißt 

 positiv definit,   falls ( ) ( ), 0 0 Vv v q v vϕϕ = > ∀ ≠ ∈  

 positiv semidefinit, falls ( ) ( ), 0 Vv v q v vϕϕ = ≥ ∀ ∈  

 negativ definit,  falls ( ), 0 0 Vv v vϕ < ∀ ≠ ∈  

 negativ semidefinit, falls ( ), 0 Vv v vϕ ≤ ∀ ∈  

 indefinit,  falls sonst 

 

}r

1r +

1r s+ +

n

r s+

Korollar 5: Sind 1S und 2S symmetrische, reelle Matrizen, dann sind äquivalent: 

 a)  1S und 2S haben dieselbe Signatur 

 b) ( )1 2 für ein Gl  
t

nS AS A A= ∈ ℝ  
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Bezeichnungen wie oben: 

 ,
S

Sϕ positiv definit aufU+  

 ,
S

Sϕ negativ definit aufU−  

 r = maximale Dimension eines UVR U n⊆ ℝ , so dass 

  Uϕ positiv definit 

 s = maximale Dimension eines UVR U n⊆ ℝ , so dass 

  Uϕ negativ definit 

 

Beispiel: ( ), Gl

0

  

r

s nS M

 
 = ∈ 
 
 

ℝ

1

-1 , so dass 

0 0

0 0

0 0 0

r

t

sMSM

 
 =  
 
 

1

-1  

 { }
*

*

0

0

0U
n rr n−+

  
  

⇒ = × = ∈  
  
  

⋮
ℝ ℝ

⋮

   UVR von nℝ  

 1
UM − UVR von nℝ  

 10, 0U   U
S S

Mϕ ϕ+ −> >  

 

Beispiel: 1) euklidisches Skalarprodukt auf nℝ hat die Signatur ( ),0n und ist damit  

  positiv definit (Matrix

1 0

0 1

n

 
 =  
 
 

⋱1 ) 

 2) Minkowski-Form auf nℝ hat Darstellungsmatrix: 

  
3

1

1

1 1

1

 
 

   =    − 
  − 

1

 

 3) : nf →ℝ ℝ , differenzierbar 

  ( )1,..., ...nf x x =  

  Partielle Ableitung:
i

f

x

δ
δ

 

   ( ) ( )
2 2

i j j i

f f
x x

x x x x

δ δ
δ δ δ δ

⇒ =  

   ⇒ symmetrische Matrix ( ) ( )
2

,

f

i j i j

f
H x x

x x

δ
δ δ
 

=   
 

 

   ( ) ( ) ( )
1

grad ,...,
n

f f
f x x x

x x

δ δ
δ δ
 

=  
 

, 

   wenn ( )0grad 0f x =  

( )Signatur 3,1

indefinit

⇒

⇒

Gradient
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   und ( )0fH x positiv definit 0x⇒ lokales Minimum 

    ( )0fH x negativ definit 0x⇒ lokales Maximum 

 

Wie erkennt man, ob eine Matrix positiv oder negativ definit ist? 

 

Beispiel: 
0 1

1 0
S

 
=  
 

negativ oder positiv definit? 

 det 1S = −  

 
1 1 0 1 1 11 1

1 1 1 0 1 12 2

t

        
        − −        

 

 
1 1 1 1 2 0 1 01 1

1 1 1 1 0 2 0 12 2
  

−      
= = = ⇒      − − −      

S indefinit 

 

Für eine Matrix ( ) ( )Kij n
A a M= ∈  

 Sei ( )
11 1

1

K

v

v v

v vv

a a

A M

a a

 
 = ∈ 
 
 

⋯

⋮ ⋮

⋯

die linke, obere v-te Untermatrix. 

 

1

  

A

A

  
  =  

  
  

und det
v

A heißt v-ter Hauptminor von A. 

 

 

Beweis: S Darstellungsmatrix von der Bilinearform 

 : n n

S
ϕ × →ℝ ℝ ℝ bzgl. Standardbasis 1,..., n

e e  

  
v

S⇒ Darstellungsmatrix von { }1span ,...,
S v

e eϕ  

 a) " "⇒ Ist S positiv definit
v

S⇒ positiv definit für 1,...,v n=  

   ⇒ Index
v

S ist ( ),0v für 1,...,v n=  

   ( )Glv vA⇒ ∃ ∈ ℝ mit t

v v v v
A S A = 1  

    ( ) ( )2

0

1 det det dett

v v v v v
A S A A S

>

⇒ = =
�����

 

    det 0
v

S⇒ > für 1,...,v n=  

 

 

 

 

 

3
A

2
A

Satz 6: Für symmetrische, reelle n n× -Matrizen S gilt: 

  a) S positiv definit det 0 für 1,...,
v

S v n⇔ > =  

  b) S negativ definit ( )1 det 0 für 1,...,
v

v
S v n⇔ − > =  
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  " "⇐ Induktion über n 

   1n = nicht zu Zeigen 

   1n n− ֏  alle Hauptminoren von S sind >0 und nach 

     Induktionsvoraussetzung gilt: 

     1n
S − positiv definit 

   ( )1 1Gln nA − −⇒ ∃ ∈ ℝ , so dass 1 1 1 1

t

n n n n
A S A− − − −= 1  

   Sei ( )1 0
Gl

0 1

n

n

A
A

− ′ = ∈ 
 

ℝ  

   

1 11

11 1

1

00

0 10 1

0
...

0

t
n nt n

t

nn

t
nn n

t
nnn nn

S AA
A SA

S

A

SA S

δ
δ

δ
δ

− −−

−− −

−

   ′ ′ = =   
   

   
= = =   

  

11

 

   Sei 1
0

00 1

t
ntn n

nn

A
A A ASA

S

δ− −  ′= ⇒ =   
  

11
 

   ( )�
2

0
0

det det det 0t

nn
S ASA A S

>
>

⇒ = = >
�����

 

   ⇒ Index S ist ( ),0n S⇒ positiv definit⇒ a) 

 

 b)  Definition S⇒ negativ definit S⇔ − positiv definit 

       
( )

( )
det 0 für 1,...,

1 det 0 für 1,...,

v

v

v

S v n

S v n

⇔ − > =

⇔ − > =
 


