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(Sylvestrischer Trigheitssatz)
Sei S eine symmetrische, reelle nxn-Matrix. Die Zahlen r und s der Anzahl
der +1 bzw. —1Eintrdage der Diagonalisierung von S (gemél Satz 3), sind

unabhiéngig von der Diagonalisierung und eindeutig durch S bestimmt.
Man sagt: (r, s) oder(r, S,n—r-— s) ist die Signatur(Index) von S und

r —s der Trigheitsindex.

1 0 0
Beweis: Sei’ASA=| 0 -1, O |wiein Satz 3
0 0 O

= Rg§ =r+sist unabhingig von der Diagonalisierung
=>z.Z. r unabhiingig von Diagonalisierung
Zu A gehort eine Basisv,,...,v, , so dass

0 i%]j
+1 1<i=j<r
t
. Sy, =
¢S(v‘v’) it r<i=j<r+s
0 sonst

1. 0

Sei’A'SA' = -1, eine weitere Diagonalisierung.

zZ. r=r
Annahme: rZ¢v, (BEr'<r

Sei A'=(w,...,w, )alsow,,...,w, Basis bzgl. A’

also ¢S(wi,wj):0 fir i # j

+1 i<r
- _ J . ' [
¢S(w,.,wj)— 1 r<isr'+s
0 sonst

Seil, = span{vl,...,vr} und U, = span{wr,ﬂ,...,w }

n

= dim(U, n U,) =dimU, +dimU, ~dim(U, +U, )

2r+n-r'-n=r-r'>0 dar'<r
~ 000U, n U,
>0  weil «UU
= 'uSu=¢. (u,u)=qg.(u !
s (o) = a5 ){50 weil 10U,
Widerspruch%! =>r=r
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Korollar 5:  Sind §, und S, symmetrische, reelle Matrizen, dann sind dquivalent:

a) S,und §, haben dieselbe Signatur

b) S, ='AS,A firein AOGI, (R)

1. 0 O
Sei’ASA=| 0 1 0|undA=(v,...,v,)
0 0 0
d.h. v,...,v, OR"ist zugehorige Basis.
Seien: = span{vl, }
= span{vm, m}
= span{y,,..;..7,}
= qs()Z s (vv)>0 00#vOU"
(v)=¢s(v,v)<0 Oozv0OU~
(v)=¢s(v,v)=0 OvOU
Spezialfall: v, =e¢,
,
U* =span { el } — R A
0
; r+1
U =span{er+1,...,em} = : OR"
. r+s
0
Uy =span{e, v} =1 OB i
NE3Y A R n

Bemerkung: U, =V" =ker 'S =ker S = Entartungsraum vonR" bzgl. @,

Definition: Eine symmetrische Bilinearform ¢ auf einem K -Vektorraum V heif3t

positiv definit, fallsg(v,v)=q,(v)>0 D0zvOV
positiv semidefinit,  falls¢(v,v)=¢,(v)20 OV
negativ definit, falls ¢ (v,v) <0 00zvOV
negativ semidefinit, falls ¢ (v v) <0 vOV

indefinit, falls sonst
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Bezeichnungen wie oben:
@, S positiv definit auf U*
@, S negativ definit auf U~
r = maximale Dimension eines UVR U O R", so dass
¢ /U positiv definit
s = maximale Dimension eines UVR U [0 R", so dass
¢ /U negativ definit

1, 1, 0 0
Beispiel: S = 1, |, MOGI, (R),sodass MSM =l 0 1 0
0 0 0 0

= U =R x{0}"" ={|’ |[OR"} UVRvonR"

M UUVR vonR"
¢, /U >0, ¢/MU>0

Beispiel: 1)  euklidisches Skalarprodukt auf R" hat die Signatur (n, O) und ist damit
1 0
positiv definit (Matrix 1, = )
0 1

2)  Minkowski-Form auf R" hat Darstellungsmatrix:
1

1 1, = Signatur (3,1)
—1) = indefinit
-1

3) f:R" - R, differenzierbar

£ () =
Partielle Ableitung: 5—f
'xi

3 f > f

- 0x,0x; ()= Ox;0x, ()

2
= symmetrische Matrix H (x) = ( 55; (x)]
x,0X; g

Gradient

erad / (x) = [%(x),...,%(x)j,

wenn grad f (xo) =0
16>
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und  H, (xo ) positiv definit = x,lokales Minimum

H, (xo ) negativ definit = x,lokales Maximum
Wie erkennt man, ob eine Matrix positiv oder negativ definit ist?

0 1
Beispiel: S = (1 Oj negativ oder positiv definit?

dets =1
G A G )
:%G _IJG TJ:% 5 _02]{(1) _OJ = § indefinit

Fiir eine Matrix A = (a,.j) UM, (K)
ay, 4,

SeiA =| : i |OM, (K)die linke, obere v-te Untermatrix.

und det A heif3t v-ter Hauptminor von A.

Satz 6: Fiir symmetrische, reelle n x n-Matrizen § gilt:
a) S positiv definit < detS, >0 fir v=1,...,n

b) Snegativ definit < (=1)"detS, >0  fiir v=1,..,n

Beweis: S Darstellungsmatrix von der Bilinearform
@, :R"xR" - Rbzgl. Standardbasise,,...,e,

= S, Darstellungsmatrix von ¢ ‘span{el,...,ev}
a) "= "Ist § positiv definit= S positiv definit fiirv =1,...,n
= Index S, ist(v,O) firv=1,...,n
= K, 0GI, (R)mit'A S A =1,
=1=det('A,5,4,) = (det A )" dets,
—_—

>0
=detS, >0firv=1,...,n
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"[J "Induktion iiber n
n =1nicht zu Zeigen
n-l—n alle Hauptminoren von S sind >0 und nach
Induktionsvoraussetzung gilt:

S, _, positiv definit
= [H,,0Gl_ (R),sodass'A S, A, =1

0
SeiA' = (i’,j 0al, (R)
011
tAISAr - tAn—l O Sn—l 5 An—l O —
o |[1)lals JUol1
— Iln—l tAn—IJ —_ — Iln—l 0
IJAn—l Snn O Snn
_t 1
Seid=al b | TAO) Ly =[] O
0] 1 0]s,

=S, =det'ASA = (det A)” det S >0
>0 >0

= Index S ist(n, O) = § positiv definit=>a)
b)  Definition=> § negativ definit < —S positiv definit
= det(=S,)>0 fir v=1..,n

= (-1)'detS >0 fir v=1,..,
( ) etd, > ur v nE|
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