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a b
b c
quadratische Form ¢ =g, :R* - R

x)_ a b\(x _ ax+by _ 2 )
q(yj_(x’y)(b C](yj (x’y)(bﬁcyj wrse

quadratisches Polynom in x, y
B bzw. ¢ positiv definit = a>0, detB=ac-b>>0

“o5o Lo (o)

Insbesondere: ¢ (fj =ax’+2bx+c>0 OxOR

Beispiel: B:( j, p=¢,:R°xR* - R

d.h.g (fj hat keine Nullstelle

..................................................................................................................

' ‘Wiederholung: Losen quadratischer Gleichungen
ax’ +2bx+c=0 a>0 Bl—
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x2+22x+£:0
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B positiv definit = Diskriminante »* —ac <0

=q ch hat keine reelle Losung

Diagonalisierbarkeit symmetrischer Bilinearformen iiber C
Beachte:  -1=/’

= "(i0y) = (15) (i Oy) = =% O =1

Diagonalisierbarkeit symmetrischer Bilinearformen iiber C
SeiSUM, ((C) symmetrisch. Dann gibt es eine ALIGI (C) , so dass

1 0
‘ASA=|"" |, r=RgS
0 0
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S 3 Die orthogonalen Gruppen

Seig: VxV - Rsymmetrische nichtausgeartete Bilinearform

Sei weiter ¢ von der Signatur(r, s), r+s=n=dimV
Satz 3= [Basisv,,...,v, von V (bzw. Isomorphismus V = R"),
so dass die Darstellungsmatrix von ¢ :

(¢(v.7)), {i fj

bzw. es kommutiert:

(ei’ej) R"xR" ¢(ﬂ 0)

.
w

= R

/

(Vi’vj) vy

1
Es reicht also { (; j zu untersuchen.

1, 0 1. 0
‘M M =
( 0 _Jls) ( U j}

Orthogonale Gruppe vom Index (r, s)

N

r,s

Definition: O, , =0, (R)= {M 0al, (R)

MUoO,, = M:R" - R”
X B> Mx

, 1, 0
= O, y OR" gilt: ¢[L Oj(Mx,My)= (Mx)[ﬁ(; . j(My):

0 -,

t tM Jlr O M t Jlr O
='x ="y =
o -1,)" )7 0o -1,)°

:¢[L oj(x’y)

0 -l

lineare Abbildung

Invariant:
Siehe Jordannormalform
WS 03/04

d.h. M ldsst die Bilinearform¢,, invariant. J
[0 _ﬂs]
O, , =Menge der Matrizen, dieg,  invariant lassen
[0 _ﬂs]
Spezialfall: r=n, s=0
=>¢ = <,> :R"xR" - R Skalarprodukt
Skalarprodukt definiert Lingen und Winkel
Liangenmessung x, y JR"
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Abstand zwischen x und y
d(xy) =[x == y(x-y.x-y)
Winkel zwischen x und y: a =< (x, y)

(x.)

cosq =——+r
[+E]

M00,(2)=0,,()
=d (Mx, My) =d (x, y)
cos<(Mx,My) = cos<):(x,y)
= <):(Mx, My) = <(x, y)
fR" - R'bzw.M UM, (]R) heifit orthogonal, wenn

(£ ()7 () =(x y>} ey O
(Mx, My) =(x.7)
On,() = On = On (R) :{M l]Gln (R)
die orthogonale Gruppe
Bemerkung: Wenn <Mx,My> = <x, y> (x, yOR"

= 'MM =1, = 'M =M™ = M OGI, (R)
O, ist eine Gruppe: Inverse M ' 0O,
Einheits. 1, O,
M.,NOO, ='(MN)(MN)='N('"MM)N='NN =1,
Analog fiir O,

‘MM =1,} OGl, (R)

Als lineare Abbildung M :R" -~ R", e, > Me, =v,

= M bildet die Orthonormalbasise,, ..., e, auf die Orthonormalbasisv,,...,v, ab.
Istw,,...,w, eine weitere Orthonormalbasis des R"

= Mw,,...,Mw, ist wieder Orthonormalbasis

N = (w1 ..... w, ) do,

Mw, = MNe, = []

O, ist in diesem Sinne die Menge aller Orthonormalbasen des R".
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sin ¢ £ cos @

Proposition 1 O, (R) = {COS $sin ¢]‘¢ H [O, 277[}

Beweis: M= ( j o,
c d

o MM =1 'M=M" NR: det('MM)=detl=1
a c)_ 1 d -b I

- b d _detM - a (detM)2:>detM:il
detM =1: a=d, b=-c, ad-bc=1
detM =-1: a=-d, b=c, ad —cb=-1

a=d, b=-c, a’+b* =1
a=-d, b=c, +a® +b* =+1

Losung der Kreisgleichung:  a” +b” =1
ista=xcos@ b=zxsing

?

R = cos¢ -—sing
? |sing cos¢ .
det R, =cos” ¢ +sin’ ¢ = +1 :

R = cos¢ sing )\ (cos¢ -—sing)(l O (“}i’l)\
a sing —cos¢ B sing cos¢g )0 -1

det R¢' =-1
R, =Drehung um Winkel ¢
R;, =Spiegelung an x, — Achse gefolgt von Drehung R,

R;, = Spiegelung an der Achse mit Winkel% @ zurx, — Achse

= O, besteht aus Drehungen und Spiegelungen
SO, = {M o, |detM = 1} =gpezielle orthogonale Gruppe

= { Drehungen in ]Rz}
I 0
=0, =50, 1 SO
2 2 (O _J \ 2
prehuneen disjunkt Spiegelungen
Allgemeiner: o, ={M 0al, (R)|'MM = Iln}
50, ={M 00,|det M =1} =Drehung in R"
-1
1
0 =50, , SQ
Drehungen 1 Spiegelungen
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