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( ) ( )1,1 1,1 2

1 0 1 0

0 1 0 1

t
O O M M M M

     = = ∈ =    − −     
ℝ ℝ  

Sei 1,1

a b
M O

c d

 
= ∈ 
 

 

 
1 0 1 0

0 1 0 1

t
M M
   

=   − −   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
2 2 1x y− = −  Hyperbelgleichung 

Lösung: ( )1
cosh

2
x e e

ϕ ϕϕ −= ± = ± +  

 ( )1
sinh

2
y e e

ϕ ϕϕ −= ± = ± −  

  2 2cosh sinh 1ϕ ϕ⇒ − =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )2
det 1

 det 1

M

M
⇓

=

= ±

1

2 2

2 2

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

det 1: , , det 1

det 1: , , det 1

t
M M

a c d b

b d c a

a c d b

b d c a

M a d b c M ad bc a b

M a d b c M ad bc a b

−   
=   − −   

−     
⇔ = ±     − − −     

− −   
⇔ = ±   − −   

 = = = = − = − =⇔ 
= − = − = − = − = − + = −

x

y

cosh ϕ

sinh ϕ

2 2
:Hyperbel 1 x y− =

x

y

11

2
e

2
v

1
v

2 2
1x y− = −
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Möglichkeiten für M: 

  
cosh sinh

0 :
sinh cosh

a M Hϕ
ϕ ϕ
ϕ ϕ

 
> = = 

 
 → Hyperbolische 

Drehung von ϕ  

det 1M =  

  
cosh sinh

0 :
sinh cosh

a M Kϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ
− 

< = = − 
 

 

  
cosh sinh 1 0

0 :
sinh cosh 0 1

a M H Hϕ ϕ
ϕ ϕ
ϕ ϕ

   ′> = = =   − − −   
 

det 1M = −  

  
cosh sinh 1 0

0 :
sinh cosh 0 1

a M K Kϕ ϕ
ϕ ϕ
ϕ ϕ

−   ′< = = =   − −   
 

 

 

Was bewirken hyperbolische Drehungen? 

 

cosh sinh

sinh cosh
Hϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

 
=  
 

 

( ) 2 2

1 1 1

cosh sinh cosh
Hyperbel 1

sinh cosh sinh
v H e e x yϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

   
= = ⋅ = ∈ − =   

   
 

 1cosh 0  vϕ⇒ > ⇒ liegt im rechten Hyperbelast 

( )2 2

sinh

cosh
v H eϕ

ϕ
ϕ

 
= =  

 
 

2 2

2 2

sinh cosh 1

1     �      x y

ϕ ϕ− = −
− = −

 

 2v⇒ liegt auf dem oberen Hyperbelast 

  ( )1H eϕ − ∈linke Hyperbelast 

  ( )2H eϕ − ∈untere Hyperbelast 

 Hϕ⇒ erhalten die 4 Hyperbeläste 

 

 

Spiegelung an Spiegelung an
y-Achse x-Achse

1 0 1 0

0 1 0 1
K Hϕ ϕ

−   
=    −   ����� �����

 

 

 

 

 

 

x

y

11

2
e

1
K eϕ 1

H eϕ

1
e

2
K eϕ 2

H eϕ

Proposition 2:  

 

 

 

{ } { } { } { }1,1O H K H Kϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ′ ′= ∈ ∪ ∈ ∪ ∪ℝ ℝ⋅ ⋅

1,1 1,1

1 0

0 1
SO SO

 
= ∪  − 

⋅
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1,1O Gruppe 

1,1SO Untergruppe 

{ } { }1,1

hyperbolischeDrehungen
Lorentztransformationen

SO H Kϕ ϕϕ ϕ

=

= ∈ ∪ ∈ℝ ℝ
�����

 

 H Hϕ ψ⇒ ⋅ enthält Hyperbeläste 

 { }H H Hϕ ψ ϕ ϕ⇒ ⋅ ∈ ∈ℝ  

   H H Hϕ ψ ϕ ψ+⇒ ⋅ = ← Additionstheoreme der hyperbolischen Funktion 

 { } 1,1 1,1H SO Oϕ ϕ⇒ ∈ ⊂ ⊂ℝ Untergruppe 

 

( )nS M∈ ℝ symmetrisch, nicht ausgeartet ( )det 0S ≠  

  ( ): , ,  
n n t

S S x y xSyϕ ϕ> × → =∼ ℝ ℝ ℝ  

 Symmetriegruppe von S bzw.
S

ϕ  

 
( ) ( ){ }

( ) ( )( ) ( ){ }: linear, , , ,  

t

n

n n n

S S

O S M M MSM S

f f f x f y x y x yϕ ϕ

= ∈ = =

= → = ∀ ∈

ℝ

ℝ ℝ ℝ
 

 Ist S von der Signatur ( ),r s    ( )r s n+ =  

 ( )GlnA⇒ ∃ ∈ ℝ , so dass 
0

0

rt

S

ASA
 

=  
 

1

-1
 

Beweis: ,

0 0

0 0

r rt

r s

S S

M O M M
   

∈ ⇔ =   
   

1 1

-1 -1
 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 1
0

0

t
t t t

rt t

S

AMA S AMA A M ASA MA

A M MA

− − − −

− −

⇔ = =

 
= = 

 

1

-1

 

 

( )

1 1

1

0

0

rt

S

A A S

AMA O S

− −

−

 
= = 

 

⇒ ∈

1

-1  

 Die orthogonalen Gruppen ( ) ( ),,n r sO Oℝ ℝ gehören zu den sogenannten  

 „klassischen Gruppen“ 

 

 

 

 

 

 

 

Proposition 2: ( ) 1

,r sO S A O A
−= ⋅ ⋅  

⋅
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§4 Alternierende Bilinearformen 
 

:V V Kϕ × → alternierend ( ) ( ), , ,  Vv w w v v wϕ ϕ⇔ = − ∀ ∈  

 ( ), 0  Vv v vϕ⇔ = ∀ ∈  

 Denn: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,v w v w v v v w w v w wϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ + = + + +  

  ⇒Behauptung 

 

In Matrizen:  

 ( )KnA M∈ alternierend t
A A⇔ = −  

 Insbesondere gilt: Diagonaleinträge 0, 1,...,  
ii

a i n= =  

 

Beispiel: 2 2:ϕ × →ℝ ℝ ℝ  

 , det
a b a b

ad bc
c d c d

ϕ
      

= − =      
      

ist alternierende Bilinearform 

 ( ) 0 1
, ,

1 0

a b b
a c

c d d
ϕ
       

=       −       
 

 

Beweis: Induktion über dimVn =  

 1n =  ( ) ( ), , 0 0V Kv v v v vϕ α β αβϕ ϕ= ⇒ = = ⇒ =  

 2n ≥  Behauptung gelte für 1n −  

  Fall 1: 0ϕ ≡  

  Fall 2: 0 ,  Vv wϕ ≡ ⇒ ∃ ∈ mit ( ), 0v wϕ ≠  

 Behauptung: ,v w sind linear unabhängig, d.h. { },span v w hat die  

   Dimension = 2 

   

 

 

Satz 1: (Normalform alternierender Bilinearformen/Matrizen) 

Seiϕ eine alternierende Bilinearform auf einen endlichdimensionalen 

K -VektorraumVmit
1

2
K∈ . 

Dann gibt es eine Basis 1,..., n
v v vonV , so dass die darstellende Matrix 

vonϕ die Diagonalblockgestalt hat: 

( )( )
,

0 1

1 0

0 1

1 0

0

0

,
i j

i j
v vϕ

−

−

 
 
 
 =  
 
 
 
 

⋱

⋱
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 Beweis: sonst: { }, \ 0Kα β∃ ∈ mit 0v wα β+ =  

   
 ( ) ( ) ( )
0 000

, , , , 0v w v w w w v w wα ϕ αϕ β ϕ ϕ α β
 
 ⇒ = + = + =
  
 

�
� ��

���������� �����
 

Sei ( )1 2

1
,

,
  v v v w

v wϕ
= =  

 1 2,v v⇒ Basis von { }
UVR

,U Vspan v w= ⊂  

  mit ( ) ( ) ( )1 2

1
, , 1

,
v v v w

v w
ϕ ϕ

ϕ
= =  

 ⇒Darstellungsmatrix von Uϕ bzgl. 1 2,v v ist
0 1

1 0

 
 − 

 

da
0 1

det 1 0
1 0

 
= ≠ − 

 

  Uϕ⇒ nicht ausgeartet 

 §1 Satz 4 V U U
⊥⇒ = ⊕  

dim 2U n n
⊥ = − < Wende nun Induktionsvoraussetzung aufU⊥ an 

  ⇒Behauptung 

 

Korollar: a) Der Rang einer alternierenden Bilinearform ist immer gerade. 

b) Die Determinante einer alternierenden Bilinearform bzw. deren Matrix 

 aus ( )KnM ist ein Quadrat. 

 

Beweis: a) klar nach Satz 

 b) ( )KnA M∈ alternierend 

  ( )Gl KnT∃ ∈ mit

0 1

1 0

0 1

1 0

0

0

t
A T T

−

−

 
 
 

=  
 
  
 

⋱

⋱

mit 
0 1

Blöcke
1 0

s
 

= − 
#  

   ( )2 2

1

0 1
det det det 0

1 0

s

n sA T −

 
  

⇒ =   −   
 
�����

ist Quadrat 


