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Anwendung: Das Vektor- oder Kreuzprodukt

vl Wl vl Wl
= = OR* M= N O
vy, [, w=w, : =lv, w, s o=
V, W,
V3 Wy Vi W
detM ,, VoW — VW,
vxw:==| —detM,, |= —(v1w3—v3wl)
det M, VW, TV, W

Das Vektorprodukt ist eine Abbildung
x:R*xR* o R?, (v,w) = VvXw

Eigenschaften des Vektorproduktes:

1.
2.

N o AW

X ist alternierend: vXw =—-wXyp

X ist bilinear: (alv1 +a,v, ) Xw=ay, Xw+a,v, Xw
(analog in zweite Variable w)

<u,v X w> =det(u,v,w)  [Matrix hat Spalten u, v, w]

vXw=0 < v,wlinear abhédngig

<V1 XV, Wy XW2> = <V1’W1><V2’W2> _<V1’W2><V2’W1>

ux(vxw) =<u,w>v—<u,v>w

[v>w] = o] ] i < (v, w)]

Gegeben: v,wR’ A

vXw

span{v, w} = Ebene

waDvD <v,v><w>=det(v,v,w)=0 Y
vXw Ow <w,v><w>=0
Gegeben: u,v, wJR’linear unabhingig ﬁ_"____P_elr_a_l_h?l_czt_q[_)___:ﬂ

Vol(P) = Ku, y X W>‘ = ‘det (u, Vv, W)‘
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§5 Die symplektische Gruppe

Die nicht ausgeartete alternierende Bilinearform

01
-1 . . 0 1,
ist dquivalent zu L 0 um,, (]R)
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Beispiel: n=
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Definition:  Sp,, (R) = {M 0alL, (R)

e o)

hei3t symplektische Gruppe.

Bemerkung: Sp,, (]R) ist eine Gruppe, Beweis wie bei den orthogonalen Gruppen.
Sp,, (R)ist die Gruppe aller Automorphismen M :R*" - R*", die die

0 1

alternierende Bilinearform R* xR> R, (x,y)r> ’x( . OJ y invariant

lassen.
M :R* — R’"heiBt symplektische Automorphismus.

: A B :
Satz 1: SelM:[C D]DGIZH(R)mltA,B,C,DDMn(R)

Dann sind dquivalent:
a) M OSp,, (R)

b) ‘M OSp,, (R)

) [0 ljr (0 Hj
0 M= M
10 1 0

d) 'AC,'BDsymmetrisch und’AD - 'CB =1,

, _ o 1" o0 1) (0 1) (0 1
Beweis: Wir benutzen =— = =
-1 0 -1 0 1 0 -1 0

)=b) M OSp,, (R) ’MO IlM—OIl
v= Pu )= M o)™ Tla o

, 0 1) (0 1)
- 'M = M
-1 0 -1 0
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0 1), 0o 1Yo 1) (0 1)
=M M =M M =
-1 0 -1 0)\-1 0 -1 0

o 1), (0 1 L
- M =M
-1 0 -1 0
0 1) (‘A ‘c)Y0 1A B) (‘A4 'c\(C D
a)=d) a)e = = =
-1 0) \'8 'p)\-1 o)lc D) |'B 'D)\-A -B
_('AC-'CA 'AD-'CB
‘BC-'DA 'BD-'DB
= 'AC="CA="('AC)

'‘BD='DB=('BD), 'AD-'CB=1

]
n=1
Sp, (R) = (“ Zj OM, (R)|ad ~bc :1} ={M OM, (R)|det M =1}
¢ det
Gl, (]R) ={M UM, (]R)|detM Z O} allgemeine lineare Gruppe

SL (R) = {M OGl, (R)|det M = 1} spezielle lineare Gruppe
=S1, ]R) =Sp, (]R) Das ist ein Sonderfall!
firn>1 = Sp,, (R)#S1,, (R)={M OGL,, (R)|det M =1}
Sp,, R) ,SI (R) ,Gl, (R) gehoren zu den klassischen Gruppen.

§6 Hermitesche Formen

Sei V ein C -Vektorraum
Definition: Eine lineare Abbildung ¢:V xV — C heifit hermitesch, wenn

1) ¢@im 1. Argument linear ist
¢(a'1v1 +a,v,, w) = a'1¢(v1, w) + a’2¢(v2, w) Ov,v,,wOV; a,a,0C
2)  Dv,wlV gilt:

#(v.w)=8(w.v)

Bemerkung: Ist @ hermitesch, so ist@ im zweiten Argument C -antilinear
dh.g(v.aw +a,w,)=aé(v.w)+a,p(v.w,)
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Beweis: ¢(v,aw) =¢(aw,v) =a¢(w,v) =ﬁ¢(v,w) 1
Bemerkung: ¢ hermitesch—= ¢ (v, v) OR, denng (v, v) =¢ (v, v)
Standardbeispiel:
(.,.>:(C” xC" - C
(xy)= in?i ='xy
i=1
<., > ist die hermitesche Fortsetzung des euklidischen Skalarprodukts auf R".
Allgemein: ¢:VxV - C hermitesch
V;s...,v, 1V eine Basis
hy = ¢(Vi"’j)
=H= (hij) Darstellungsmatrix von ¢
Fiirx = Zn:xivi, y= i vy, UV gilt:
i=1 i=1
#(x.y) = ¢[ZW~ZWJ =2y, ¢(vi,vj)
i=1 j=1 i,j=1
=Y xhy, ='xHD
i,j=1
Bemerkung: h; = ¢(vj,vi) = ¢(vl.,vj) :h_,-j

='H=H
D.h. Die Darstellungsmatrix H einer hermiteschen Form erfiillt die Gleichung:
‘H=H - 'H=H
Eine solche Matrix ist hermitesch.
Umgekehrt: Ist # OM, (C) mit'H = H so wird durch
C'xC" - C", (x,y) - 'xHy
eine hermitesche Form mit der Darstellungsmatrix H definiert.
Sei H=(h)OM,(C)
ReH =(Reh,)OM, (R)OM,(C)
ImH =(Imh,)OM, (R) O M, (C)
= H =ReH +ilmH
H hermitesch = (Re H +ilmH)=Re H +ilm H

"(ReH)-i'(ImH)

= t(ReH)=ReH, —[(ImH)=ImH
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Re H symmetrisch| . . . o
= . insbesondere sind Diagonaleintrige [1R
Im H alternierend

d.h. A, ist reell
Bemerkung: Die hermiteschen Matrizen in M, (C) bilden einen reellen Vektorraum der
Dimension:
n+2(1+2+...\+(n—1)) :n+2%(n(n—1)) =n’
/

# Diagonal- Real- & Imaginirteil
eintrige Oberhalb der Diagonalen

Die hermiteschen Matrizen bilden keinen C -Vektorraum, denn:
H hermitesch =1.A.iH ist nicht hermitesch
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