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Hermitesche Matrizen in ( )2M ℂ  

t

a b a b

c d c d

a c

b d

   
=   

   

 
 
 

�  , ,   a d c b⇔ ∈ =ℝ  

Jede hermitesche Matrix in ( )2M ℂ ist von der Form: 

 
a b

b c

 
 
 

mit , ,   a c b∈ ∈ℝ ℂ  

 ( ){ } 2

2dim hermitesch 2 4M M∈ = =ℂ  

 Basis: 2

1 0 0 1 0 1 0
, , ,

0 1 1 0 0 0 1

i

i

       
=        − −       

1  

Beweis: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,v w v w v v w w v w w vϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ + = + + +  

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )2Re ,

, , , ,

v w

v v w w v w v w

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ= + + +
��������	

 

 NR: z x iy iz ix y= + = −  

  2z z x iy x iy x+ = + + − =  

 

 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,

Re , Re , Im ,

, Re , Im ,

Re , Re ,

1
, , ,

2

, , ,

iv w i v w

iv w i v w v w

v w v w i v w

v w i iv w

v w v w v v w w

i iv w iv w i iv iv i w w

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

=

= = −

= +

= −

= + + − − −

− + + + + 

 

 Weitere Vereinfachung möglich mittels: 

  ( ) ( )



( ) ( )
1

, , , ,iv iw i v iw ii v w v wϕ ϕ ϕ ϕ= = =  

Folgerung: Die Polarisationsformel ermöglicht es, die hermitesche Formϕ durch ihre  

 zugehörige quadratische Form ( ),v v vϕ֏ darzustellen. 

 

 

 

Satz 1: Polarisationsformel 

 Sei :V Vϕ × →ℂ hermitesch und , Vv w∈  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )1
Re , , , ,

2
v w v w v w v v w wϕ ϕ ϕ ϕ= + + − −  
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Koordinatentransformation bei hermiteschen Matrizen 

 ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

Basiswechsel 

,

, ,

 

C C
n n n n

t

t
t t

x y xHy

x y Cx Cy Cx H Cy x CHC y

×
× → × →

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′=

ℂ ℂ ℂ ℂ ℂ

֏

֏ ֏

 

 ⇒neue Darstellungsmatrix: t
CHC  

 Klar: mit H ist auch t
CHC hermitesch, denn: 

  ( )
t

t t t t t tCHC C HC C HC CHC= = =  

Beweis: Mit Induktion über dimVn =  

 1n =  

 ( ) ( )1

1
,   H h M A

h

 
 = ∈ = = ∈
 
 

ℂ ℂ ℝ , falls 0h ≠  

  ( )1t h
AHA

h

 
⇒ = = ±  

 
 

 1n n− ֏  

 Fall 1: 0ϕ ≡  ⇒passt 

 Fall 2: 0  Vvϕ ≡ ⇒ ∃ ∈ , so dass ( ), 0v vϕ ≠  

   vϕ⇒ ℂ nicht ausgeartet 

   
§1 Satz 4

V v v
⊥⇒ = ⊕ℂ  

  dim 1v n
⊥ = − ⇒ Induktionsvoraussetzung vϕ ⊥⇒ diagonalisierbar 

  D.h. es existiert eine Basis 2 ,...,
n

v v von v
⊥ , so dass  

   ( ) 0
,i j

i

i j
v v

h i j
ϕ

≠
=  =

 

 Sei ( )1 ,h v vϕ=  

 ⇒Darstellungsmatrix vonϕ bzgl. 1 2, ,...,
n

v v v v= ist: 

  

1

2

0 0

0

0

0 0 n

h

h

h

 
 
 
 
  
 

⋯

⋮

⋮ ⋱

⋯

⇒Behauptung, dass H diagonalisierbar ist. 

 

bzgl ϕ

Satz 2: Diagonalisierung hermitescher Formen 

 Istϕ eine hermitesche Form auf einen endlich dimensionalen 

 ℂ -VektorraumV , so gibt es eine Basis 1,..., n
v v bzgl. welcher 

  ( )( )
0 0

, 0 0

0 0 0

r

i jv vϕ
 
 =  
 
 

s

1

-1 die Darstellungsmatrix vonϕ ist. 

 



  ≪ ≫

Lineare Algebra und analytische Geometrie II 
Birkenhake 

Sommersemester 2004 
Vorlesung 8  Donnerstag, 13. Mai 2004 

 

   

 
35 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit (OBdA): 1 1 1,..., 0, ,..., 0, ,..., 0
r r r s r s n

h h h h h h+ + + +> < =  

Sei ( )

1
0

1
Gl

1

0 1

n

r s

h

A
h +

 
 
 
 
 = ∈
 
 
 
  
 

⋱

ℝ

⋱

 

 

1 0 0

0 0

0 0 0

r

t

s

n

h

A A

h

   
   ⇒ =   
   
   

⋱

1

-1  

 

Sei H bzw.ϕ hermitesche Matrix bzw. Form mit Darstellungsmatrix H und 

0 0

0 0

0 0 0

r

t

sAHA

 
 = − 
 
 

1

1 für ein ( )GlnA∈ ℂ  

Definition: Das Paar ( ),r s heißt Signatur von H bzw.ϕ  

 Die hermitesche Matrix H bzw. Formϕ heißt 

  - positiv definit  0 0  
t

r n vHv v⇔ = ⇔ > ∀ ≠  

  - negativ definit  0 0  
t

s n vHv v⇔ = ⇔ < ∀ ≠  

  - positiv semidefinit  0 0  t
s vHv v⇔ = ⇔ ≥ ∀  

  - negativ semidefinit 0 0  t
r vHv v⇔ = ⇔ ≤ ∀  

  - indefinit  0 und s 0  r⇔ > >  

 

 

§7 Die unitäre Gruppe 
 

Standardform nichtausgearteter hermitescher Formen. 

 ,

0

0

r

r s

s

H
 

=  − 

1

1
 

d.h. ( ) ,: , ,  
r s r s t

r sx y xH yϕ + +× →ℂ ℂ ℂ ֏  

 

Definition: Eine lineare Abbildung : r s r s
M

+ +→ℂ ℂ mit ( ) ( ), ,Mx My x yϕ ϕ=  

 für alle , r sx y +∈ℂ heißt unitär. 

Ist M unitär , ,

t

r s r sMH M H⇒ =  

 

Die unitäre Gruppe der Signatur ( ),r s ist die Gruppe all dieser unitären Transformationen: 

 ( ),

0 0
Gl

0 0

r rt

r s r s

s s

U M M M+

     = ∈ = =    − −     
ℂ

1 1

1 1
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 ( ) 1
0 0

Gl
0 0

r rt

r s

s s

M M M
−

+

     = ∈ =    − −     
ℂ

1 1

1 1
 

Klar: ( ), ,r s r s r sU M O+∩ =ℝ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Beweis: ,

0

0

r

r s

s

U
 

∈ − 

1

1
 

 1) 1 1

, , ,

0 0
2)

0 0

r rt

r s r s r s

s s

M U M U M M U
− −   

∈ ⇔ ∈ ⇔ = ∈ ⇔   − −   

1 1

1 1
 

 Sei ,r s
M U∈  

  
0 0

0 0

r rt

s s

M M
   

⇒ =   − −   

1 1

1 1
 

  
2

det

det det 1

M

M M⇒ ⋅ =������	  (da det detM M= ) 

  det 1M⇒ =  

 Die spezielle unitäre Gruppe 

  { }, , det 1
r s r s

SU M U M= ∈ = ±  

 

Spezialfall: 0,s r n= =  

 Die Form ( ).,. : , ,  
n n t

x y xy× →ℂ ℂ ℂ ֏ ist 

 das Standard- (hermitesche) Skalarprodukt  auf nℂ  

 .,. ist positiv definit! 

 

Definition: Eine Lineare Abbildung (Automorphismus, Matrix) 

 : n n
M →ℂ ℂ heißt unitär, wenn 

  , , ,  
n

Mx My x y x y= ∀ ∈ℂ  

  1t t

n
MM M M

−⇔ = ⇔ =1  

 Die unitäre Gruppe dazu ist: 

  ( ){ }: Gl t

n n
U M MM= ∈ =ℂ 1  

 

 

 

Proposition 1: 

 Für ( )r s

A B
M M

C D
+

 
= ∈ 
 

ℂ mit ( ) ( ), ,  r sA M D M∈ ∈ℂ ℂ

 ( ), ,t
B C M r s∈ × ℂ sind äquivalent: 

 1) ,r s
M U∈  

 2) ,

t

r sM U∈  

 3) , ,    
t t t t t t

r s
AA CC BB DD AB CD− = − = − =1 1  
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§ 8 Innere Produkte 
 

oderK = ℝ ℂ  

V K= -Vektorraum 

Ein inneres Produkt (skalare Produkt) aufV ist eine Abbildung :V V Kσ × → welche: 

 

 1) im ersten ArgumentK -linear ist 

  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2, , ,x x y x y x yσ α α α σ α σ+ = +  

 2) hermitesch symmetrisch ist 

  ( ) ( ), , ,  Vx y y x x yσ σ= ∀ ∈  

 3) positiv definit ist 

  ( ), 0 , 0  V   x y x xσ > ∀ ∈ ≠  

 

Bemerkung: IstK = ℝ , dann bedeutet 2) Symmetrie: ( ) ( ), ,x y y xσ σ=  

 

Beispiele: a) euklidisches Skalarprodukt 

  .,. : , ,  
n n t

x y xy× → =ℝ ℝ ℝ  

 b) hermitesches Skalarprodukt 

  .,. : , ,  
n n t

x y xy× → =ℂ ℂ ℂ  

 c) [ ] [ ]{ }, : , stetiga b f a b= → =ℂ ℂC -Vektorraum 

  

[ ] [ ]

( ) ( )

.,. : , ,

ist inneres Produkt
,

�b

a

a b a b

f g f t g t dt

× →



= 


∫

ℂC C

 


