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Innere Produkte:

Standardbeispiele: R: <,> R"xR" - R
<x, y> ='x00
C: <.,.>:(C" xC"
<x,y>= xy="x03

Ist dimy V <cound g : VxV - Kinneres Produkt.
Nach dem Satz iiber die Diagonalisierung hermitescher Formen §6 Satz 2 gibt es
eine Basisv,,...,v, vonV, so dass die Darstellungsmatrix von g die
Einheitsmatrix ist, denn O ist positiv definit, d.h.

a(v.v,)=¢,
Identifizieren wir K" -V

e >V

so wird aus 0 das Standardskalarprodukt des K" .

K'xK"OTH VxvV O K

(ei,ej) = (Vi"’j) - 9,

i

(X, y) = zxiyjdij :zxi)_)i = lxy:<x’ }’>

i.j=1 i=1

X, )
x=|1 =) xe
i=1
xﬂ
n)
i=1
Vn

Folgerung: FEin inneres Produkt auf einen endlich-dimensionalen K -Vektorraum ist die
koordinatenfrei (basisfreie) Version des euklidischen bzw. hermiteschen

Skalarprodukts.
Ist o inneres Produkt auf V , so definiert man die zugehorige Norm:
Id,: v-®
M, | alny)
positive reelle Zahl
Dann gilt:
a) e G, =lelll],
b) v, 20
©) M, =0 = v=0
d) ‘J(v, w)‘ < ||v||a Eﬂ]w”a - Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung
e) ||v + w||g < ||v||g + ||w||g - Dreiecksungleichung
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Bezeichnungen:
- euklidischer Raum (v, 0) =R - Vektorraum V mit innerem Produkt o

- unitidrer Raum (v, U) =C - Vektorraum V mit innerem Produkt o

- Metrik = Abstandsfunktion  (z.B. (x, y) > ||x - y||a)

- Isometrie =lineare Abbildung, welche o enthilt
§ Orthogonale Abbildungen =Isometrie fiir <., > auf R" = O, (R)

§ Unitdre Abbildung =Isometrie fiir <., > auf C" = U, (C)
- Orthogonalsystem :Vektoren{vl,...,vn} mita(vi, vj) =0 Li#j
Ui, j

- Orthonormalsystem = Vektoren{vl,...,vn} mito (v,.,v J.) =0

ij

Beweis: Sei{vl,...,vn} Orthonormalsystem
Annahme: Zk:civ,. =0
k - k
0= 0((2civij,vjj = Zc,. J(vi,vj) =¢
i=1 i=1 T I:l

Satz 2: Sei{vl - vn} Orthonormalsystem, dann ist jeder Vektor v

aus span{ Viseos vn} eine endliche Linearkombination der v, der Form

v= Z U(v,vi)vi

endlich

Beweis: Nach Definition gilt: span{vl,...,vn} ={ Z c,.vl}
endlich

g
f_/%
olv,v;|=

k k
:>v=2cl.vi:>cj=cj W(vj,vi)=2ci ( )
i=1 i=1

o—((zJja() .

Bemerkung: Proposition 1 gilt auch fiir Orthogonalsystem, wenncharK =0, z.B. K =R,C
cldd =0, d#Z0 =c=0

Satz 3: SeiVein K - Vektorraum mit innerem Produkt o

Fiir jeden endlich-dimensionalen Untervektorraum U [J V gilt:
V=UuU0U"

Beweis: Dac>0 = 0/U=0 = 0/U nicht ausgeartet
= Wende §1 Satz 4 an= Behauptung
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Neuer Beweis: (U, U/ U) endlich-dimensionaler unitirer Raum

= UONB: u,,...u,

SeivOV =y, =ia(v,ui)ui uu

i=1
= o(v-vyu,)=0(v.u,)=-0(v,.u,)

=0’(v,uk)—iU(V,ui)W(”p”k)
i=1 Wdik —

=0’(v,uk) —U(v,uk) =0
Das gilt fiirk =1,...,r

:>0'(v—v0,u) =0 OuUU
—=v-v,00"

v=v0+(v—v0)

] O
U UU
=V=U+U"

[

Bemerkung: v, = Z J(v,ui ) u, JU ist orthogonalprojektion von v auf U .

i=1

X X 1
[ j = Orthogonalprojektion( j auf R[ j
0 y 0

§ 9 Adjungierte Operatoren

Wiederholung: (v, U) K-Vektorraum mit innerem Produkt

M :V -V Isometrie, d.h. O'(Mx,My) = U(x, y) Ly, yOV
Als Diagramm

\/\

(v, w) VxV o U(v, w)
I y le \ K
(Mv,Mw) VXV/ O'(Mv,Mw)

/\/

Schreibe o ( [Ij] = <., > als inneres Produkt
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Definition: Seien (v,(.,.>v) und (w,(.,.>w) K - Vektorraum mit inneren Produkten

SeiM :V - W lineare Abbildung
Eine lineare Abbildung M " : W — V heif3t adjungiert zu M, wenn:
<M (v),w>w = <V,M*W> OV, wOW

Bezeichnung : M ist die Adjungierte (zu M)

id‘,xMVl l(_,,w
(,.)v

VXV——>K

Beispiele: 1) (V,(.,.>)=(R",<.,->n),(w’<-,->):(Rm’<"'>m)

M:R" - R", xOR",y0OR"
(Mx,y), =" (Mx)y="x("My) = (x,'My)
= 'M :R" - R"ist Adjungierte M~ ='M
2 (Vi) =(C(,) (W) =(C40),)
M:C" - C", xOcC,yOoc”
(M), =" (x) = e My) = FB) = (. ),
= 'M :C" - C"ist adjungiert zuM ,M" ='M
Die adjungierte Abbildung M~ einer linearen Abbildung

M :V - W ist, falls sie existiert, eindeutig bestimmt
Sind V, W endlich dimensioniert, so existiert zu jeder linearen

Abbildung M eine Adjungierte
Ist M~ adjungiert zu M, so ist auch M adjungiert zuM ,dh. M~ =M

Beweis: a) SeiM:V - WundM ' ,M*:W - V Adjungierte zu M
= hvOV,wOW: <v,M*w> =<Mv,w> =<v,M+w>

(nM'w=-M"w)=0  Ovw
= (n(M =M)w)=0  Ovw
o (M -M")w=0 OwOW
- M =M" = a)
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b) dimV <o, dimW <o
= [JONB von Vund W bzgl. Welcher gilt:

(V.60 ) = (K",
(#.4:0,) = (%"(-,)

. [M K=R
=M :{'M K=C
v Mw)  Dv,w
(w,M"v) Ov,w

—

c)  Definition vonM " : <Mv, w> =

Definition von M "~ : <M W, v>

Hier fehlen noch einige Zeilen (sind dann in der verbesserten Version drin).
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