Lineare Algebra und analytische Geometrie I1
Sommersemester 2004

Sitze

Satz 1:

Satz 2:

a) Die Menge aller Bilinearformen auf einen K-Vektorraum V bildet wieder einen
K-Vektorraum.

b) Ist v,,...,v, eine Basis von V, so ist jede Bilinearform ¢ eindeutig durch die
Werte¢(vl.,vj) , 1<i,j<n festgelegt.

¢) Zujedem B= (b,;]-) UM, (K) gibt es genau eine Bilinearform
$:VxV  Kmit ¢(v.v,)=b, Dij=l..n

Die Zuordnung @ +— F definiert einen kanonischen Isomorphismus von

Vektorrdumen.
{Bilinearformen

@:VxV 5 K
) — F

} 00 Hom, (V. V")

Propostition 3:  Sei ¢:VxV - K Bilinearform

Satz 4:

Satz 5:

Dann ist dquivalent:
a) @ ist nicht ausgeartet

b) fiir alle 02 vV gibtes ein wOV mit ¢(v,w) 20

¢) Rgg=dimV
d) zu jeder Linearform f [V gibtesein vOV
mit f =@,

(dh. f(w)=¢,(w)=¢(v.w) OwOV)

Sei ¢ eine Bilinearform auf einen Vektorraum V und U [J V ein endlich-

dimensionaler Untervektorraum, so dass ¢/U nicht ausgeartet ist.
Dann gibt es eine direkte Summenzerlegung

vV=U00OuU"
(Symmetrie-Zerlegung)
Sei K ein Korper mit% UK

Dann lésst sich jede Bilinearform ¢ auf einem K — Vektorraum V eindeutig als

Summe  $=g, +4,
mit einer symmetrischen Bilinearform ¢, und einer alternierenden

Bilinearform ¢, schreiben.
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Satz 1 (Polarisationsformel)
Fiir eine symmetrische Bilinearform ¢ auf einem K — Vektorraum V

(mit% OK) gilt:

B(v) = (g, (v ) =, (v) =g, ()

fur alle v, w'V, insbesondere ist ¢ durch g, eindeutig bestimmt.

Satz 2 (Diagonalisierung symmetrischer Bilinearformen)

Sei% UK, sei ¢ eine symmetrische Bilinearform auf einem K — Vektorraum V .

Dann gibt es eine Basisv,,...,v, DVmit¢(vl.,vj) =0firi # j

Beziiglich dieser Basis ist die Darstellungsmatrix von ¢

q,(n) 0
(¢(V”Vj))l,j = o,
0 q,(v,)
Satz 3 (Diagonalisierbarkeit symmetrischer Bilinearformen iiber R )

Zu jeder reellen symmetrischen Matrix S gibt es eine ALIGI, (R)
und Zahlenr,s =0, so dass

-1

s

"ASA = 0

Satz 4: (Sylvestrischer Tréagheitssatz)
Sei S eine symmetrische, reelle nxn-Matrix. Die Zahlen r und s der Anzahl
der +1 bzw. —1Eintrdage der Diagonalisierung von S (gemal Satz 3), sind
unabhingig von der Diagonalisierung und eindeutig durch S bestimmt.

Man sagt: (r, s) oder (r, S, n—r— s) ist die Signatur(Index) von S und

r — s der Trigheitsindex.

Korollar 5:  Sind S, und S, symmetrische, reelle Matrizen, dann sind dquivalent:
a) S, und S, haben dieselbe Signatur
b) S,='AS,A firein AOGI, (R)

Satz 6: Fiir symmetrische, reelle n X n-Matrizen § gilt:
a) Spositiv definit < detS, >0 fir v=1,...,n

b) S negativ definit < (-1) detS, >0  fiir v=1,...,n
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Satz 7 Diagonalisierbarkeit symmetrischer Bilinearformen tiber C
SeiSUM, ((C) symmetrisch. Dann gibt es eine ALGI, (C) , so dass

1 0
'ASA = , r=Rg$
0 0

Proposition 1 0, (R) = {;(:chsz ij 4 [O, 277[}
Proposition 2: 0,, ={H,|¢ OR} I{k,|¢ OR} m{#}} O{ K}
1 0
=S80, m(o _J SO,

Proposition 3: O(S)=ALO, 4™

Satz 1: (Normalform alternierender Bilinearformen/Matrizen)
Sei ¢ eine alternierende Bilinearform auf einen endlichdimensionalen

K-Vektorraum V mit% OK.

Dann gibt es eine Basisv,,...,v, von V, so dass die darstellende Matrix von ¢ die

Diagonalblockgestalt hat:

0 1
-1 0

o) 4

»J

Korollar:  a) Der Rang einer alternierenden Bilinearform ist immer gerade.
b) Die Determinante einer alternierenden Bilinearform bzw. deren Matrix

aus M (K) ist ein Quadrat.

. A B .
Satz 1: SelM:(C Dijlzn(R)muA,B,C,DDMn(]R)

Dann sind dquivalent:
a) M OSp,,(R)
b) ‘M OSp,,(R)
4 (0 1Y), (0 -1
c) M = M
-1 0 1 0

d) 'AC,'BDsymmetrisch und’AD - 'CB =1,
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Satz 1: Polarisationsformel
Seig:VxV - C hermitesch undv, wV

Re¢(v,w) =%(¢(v+w,v+w)—¢(v,v)—¢(w,w))

Satz 2: Diagonalisierung hermitescher Formen
Ist ¢ eine hermitesche Form auf einen endlich dimensionalen

C-Vektorraum V, so gibt es eine Basisv,,...,v, bzgl. welcher

1 0 0
(¢ (vl.,vj )) =1 0 -1, 0 |die Darstellungsmatrix von ¢ ist.
0 0 O

Proposition 1:

A B )
FﬁrM=(C DJDMM(C)mltADM,(C), pOM, ().

B,'COM (r XS, C) sind dquivalent:

1) MOuU,,
2) ‘M OU, ,
3) ‘AA-'CC=1, 'BB-'DD=-1, 'AB='CD

Proposition 1: Ein Orthonormalsystem ist immer linear unabhéngig.

Satz 2: Sei{vl,...,vn} Orthonormalsystem, dann ist jeder Vektor v aus span{vl,...,vn} eine
endliche Linearkombination der v, der Form

v= Z J(v,v,.)v,.

endlich

Satz 3: Sei V ein K - Vektorraum mit innerem Produkt o
Fiir jeden endlich-dimensionalen Untervektorraum U [ V gilt:
vV=U00OuU"
Satz 1: a)  Die adjungierte Abbildung M~ einer linearen Abbildung

M :V - W ist, falls sie existiert, eindeutig bestimmt
b)  Sind V, W endlich dimensionial, so existiert zu jeder linearen Abbildung M

eine Adjungierte
c) IstM adjungiert zu M, so ist auch M adjungiert zuM ,dh. M~ =M

Satz 2: Fiir jeden Eigenwert A einer linearen Abbildung M :V - V gilt:
M unitiar = |/1| =1
M selbstadjungiert= A OR
M antiselbstadjungiert = A rein imaginér
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Satz 3: Hauptachsentransformation selbstadjungierter Abbildungen
Es sei V ein endlich dimensionaler C -Vektorraum mit einem inneren

Produkt <., > und M :V - Vselbstadjungiert.

Dann existiert eine ONBy,,...,v, von V aus Eigenvektoren fiir M.

Korollar 4: Hauptachsentransformation fiir hermiteschen Matrizen
Zu jeder hermiteschen Marix M 1M, (C) gibt es eine unitére

MatrixU UM, ((C) , so dass
/11
U'MU = mit A, OR

Korollar 5: Hauptachsentransformation fiir symmetrische Matrizen
Zu jeder symmetrischen Matix S UM (R) , gibt es eine orthogonale

MatrixOUO, (]R) , so dass

o'Mo=| . |mitd OR

Lemmal: #Z=w+U ={xD]R”

Ax=c} ={xD]R”

=Q{xDR" hi(x) =ci}

h, (x) =c, i =1,...,r}

Lemma 2: Sei.Z=w+U UR"ein affiner Unterraum. Dann ist
f/é_a:U Da[l//é
Insbesondere ist U eindeutig bestimmt.

Korollar 3: Fiir .¢ Z{XDR” Ax =c} gilt:
dim.Z=n—-RgA

Proposition 4: Die Affine Hiille A einer Teilmenge [ # M [ R" ist ein affiner Unterraum.

Korollar 5:  Fiir eine nichtleere Teilmenge A [J R" sind dquivalent:
a) Aist affiner Unterraum
b) Fiirv,wl] Aliegt auch die Gerade durch v und w in A

c¢) Fiirv,,...,v, [ Aliegt auch jede Affinkombination vonv,,...,v, in A
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Proposition 6: Sei A die affine Hiille von w,,w,,...,w . Dann sind dquivalent:

a) w,,w,,...,w sind affin unabhéngig

r

b) Fiir jedesw = z Bw, 0 Asind die Koeffizienten £,,..., 5. R
i=0
(mit S, +...+ B =1) eindeutig bestimmt

Satz 1: Fiir eine Menge K [J R"sind dquivalent:
a) Kist konvex
b) Fiir endlich viele Punkte von K ist auch jede Konvexkombination dieser
Punkte in K

c) K= conv(K)

Lemma 2: SeienH,,..., H, affine Hyperebenen in R"
(also H, ={ xOR"[(a,, x) =b} mita, OR", b,OR)

k
IstM O H fiiri =1,....k, soistM O )H,

i=1
Proposition 1: Abgeschlossene und offene Halbebenen sind konvex.
Korollar 2: Ein Polyeder ist konvex.

Proposition 3: Der Durchschnitt einer Polyeders mit einem affinem Unterraum ist wieder
ein (durchschnittener) Polyeder.

Satz 4: Der Simplex S =conv ( Doses Ds ) ist ein Polyeder der Dimension k.

Satz 5: SeiP=h{<ai,x>2bi} OR"
i=1
Dann sind dquivalent:
a) dimP=n

b) Q{<a,.,x>>b,.} 20

k
Satz 6: Sei P = ﬂ{(ai,x> > bl.} [J R" ein n-dimensionales Polyeder.

i=1

Ist die Dimension der Seite S = P n {<al.0 , x> = bl.o} <n-1,

so gilt schon P = ﬁ{(al.,x> > b.}

i
i=1
i#i,
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Satz 6: SeiP = ﬁ{(ai, x> > bi} [J R" ein n-dimensionales Polyeder.
i=1

Ist die Dimension der Seite § = P n {<ai0 . x> = bio} <n-1, so gilt:

P= Q{<ai,x> > bl.}

i#i,

Saz7:  SeiP=({(a,x)2b} DR’ ein Polyederunds =P 0 ({a,.x) =5}
i=1 J=1

(mit{il,...,i} O{1,...,r} ) eine Seite. Dann gilt:

J

dimS =n —Rg(ail ,...,aij)

Satz 8: Es sei P JR", H [1R"affine Hyperebenen und ¢ eine Ecke vonQ =P n H .

Dann ist g entweder Ecke von P oder
Durchschnitt von H mit einer Kante von P.

Satz 9: Sei P [J R" ein n-dimensionales Polyeder.

a) wennP #RR", so besitzt P Seiten der Dimension n-1

b) Jede d-dimensionale Seite von P ist schon Seite einer
(d+1)-dimensionalen Seite von P.

¢) Jede (n-2)-dimensionale Seite gehort zu genau 2 (n-1)-
dimensionale Seiten.

k
Satz 10: Fiir ein Polyeder P = ﬂ{(ai,x> > bi} JR" und p U P sind dquivalent:
i=1
a) pist Ecke von P
b) Es gibt{il,...,an} [ {1,...,k} , so dass Ay sl linear unabhéngig sind

und{ p} = ﬁ{<aij , x> = bl.j}
J=1
c) Es gibt einen Halbraum{(a, x> < b} , der P nur in p schneidet
d) Sindg, # g,Punkte in P und p = (tq(, + (1 —t) ql) D[qo,ql] , dann gilt:
t=0odert=1,dh.p=gq, oder p=gq,

Korollar 11: Jedes Polyeder hat nur endlich viele Ecken.

k
Satz 12: Seil] # P = ﬂ{(ai,x> > bl.} [J R" ein Polyeder. Dann sind dquivalent:

i=1
a) Rg{al,...,ak} =n
b) P besitzt Seiten jeder Dimensiond <dim P
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Satz 1:

Satz 2:

Satz 3:

Satz 4:

Kegel:

Satz 5:

Satz 6:

Satz 7:

Satz 1:

Fiir ein Polyeder P = ﬁ{(ai,x> > bi} # [, P [ R"sind dquivalent:
i=1

a) P ist unbeschrinkt
b) Es gibt ein p P und einen Strahl an p, der ganz in P liegt

c) Es gibteinvOR" mit(a,v)>0 0i=1,...k
d) An jedem Punkt p [JP gibt es einen Strahl, der ganz in P liegt

Es sei P [1 R" ein Polyeder und H ={<a, x> = b} eine Hyperebene.

Wenn P n H # [ beschrinkt, so sind auch die dazu parallele Schritte
P =Pn {(a,x> =c|cDR}

beschriankt (moglicherweise leer).

a) Jedes beschrinkte Polyeder der Dimension n hat mindestens n+/ Seiten
der Dimension n-1

b) Jedes beschrinkte Polyeder hat Ecken

Ein beschrinktes Polyeder ist die konvexe Hiille seiner Ecken.

SeiM OR" und pUR"
Der Kegel iiber M mit Spitze p ist die Vereinigung aller Strahlen an p

durch Punkte von M. q,
cone, (M) ={J{p+1(q-p)[1OR.} ,
qoM , 3
FirM OR", pOR"gilt: 4

Der Kegel iiber konvexe Hiillen von M mit Spitze p ist gleich der konvexen
Hiille des Kegels iiber M mit Spitze p.

cone,, (conv (M )) =conv (conep (M ))

PO conv(o Sij

i=1
Satz 6 gilt auch fiir unbeschrénkte Polyeder,dim >1.

Seil] # P [0 R" ein beschrinktes Polyeder und f : R" — Rlinear.
Dann gibt es eine Ecke p [1 P, in dem f das Maximum seiner Werte (in P)
annimmt:

f(x)sf(p) xUP

< 8>



Lineare Algebra und analytische Geometrie I1
Sommersemester 2004

Sitze

Satz 2:

Satz 3:

Satz 4:

Satz 5:

Satz 6:

Satz 1:

Sei P = ﬁ{(ai,x> > bl.} U R"ein Polyeder und
i=1

{p} = Q{(ai,x> = b,.} (n < k) eine Ecke von P.

Fiir Koeffizientena,,...,a@, < 0ist p optimal fiir die Linearform

f(x)= Zai (a,.x)

Es sei P L1 R" ein Polyeder, p [J P eine Ecke und f : R" — R"eine Linearform.
Ist p nicht optimal fiir £, so gibt es eine Kante K an p, so dass

f(p)<f(q) OgOK\p

(Hauptsatz der linearen Optimierung)
Sei P [1 R" ein Polyeder mit einer Ecke p und f : R" — R"linear.

Nimmt f auf P sein Maximum an, dann tut es das auch in einer Ecke von P.
Anderenfalls ist P unbeschrinkt und es gibt eine unbeschriankte Kante (Strahl)
Von P auf dem f — oo strebt.

Sei0 # P JR" ein Polyeder. Dann sind dquivalent:
a) P besitzt eine Ecke

b) Es gibt eine Affinitdt F: R" —» R"mitF (P)={Ax<b, x=0} mith=0
c) Es gibt eine Affinitit F: R" - R"mitF (P)={Ax<b, x=0}

Nimmt eine Linearform f auf dem Polyeder P = { xOR"|Ax< b, x2 0}

mitAOM (m Xn, R) ithr Maximum an und istm <n, so wird das Maximum

P,
schon in einer Ecke p = ( j ue, #{ p,# 0} < m angenommen.

p,

Fiir p UR" sind dquivalent:
a) p isteine Ecke von P ={1|Ax =b,x= 0}

b) p ist zuldssige Basislosung
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