Algebra

Sommersemester 2005
Montag, 11. April 2005

Vorlesung 1
1. DerRingZ
N={12,.}
Z={...=2,-1,0,1,2,..} ist bzgl. der Addition und Multiplikation ein Ring
Wiederholung fiir Ring:

R1: Z (+) ist eine abelsche Gruppe (O=neutrales Element)
Schreibweise: a—-b:=a+ (—b)
R2:  Die Multiplikation ist assotiativ
aliple)=(abd)
und es existiert ein neutrales Element (=1)

R3:  Es gelten die Distributivgesetze
a[ﬂb+c) =alb+ald

Zusiitzlich: - Z ist kommutativ (ab = ba)

- Z ist nullteilerfrei (a,b Z20=>alb# 0)

Bezeichnung: FiiraUZ ist<a> ::{i Ld |i [l Z} ={..., —2a,-a,0,a,2a, }

die Menge aller Vielfachen von a.

U= <a>
1.1. a) U ist Untergruppe vonZ (+)
b) ulU,zUOZ = zWUOU (d.h. UistIdeal des Rings Z )

Beweis: u=ia, w= jallU
u+w=(i+j)a au
—u:(—i)a uu
ZDt=Z(ia)=(zi)a uu

Bezeichnung: Sei U eine Untergruppe von Z (+)
SeiU {0} (#0)
DannistU n N ¢{0}
MinU := min (U NN ) (kleinste positive Zahl aus U)
IstU =0, soseiMinU :=0

1.2. Satz
Sei U Untergruppe von Z (+) und seim := MinU

Dann istU = <m>
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Beweis: EU 20

mU = ..,—2m,—m,0,m,2m,...
= <m> ou
Sei0zuOU

Teile u durch m
u=iln+r, r0{0,1...m-1},i0Z

r=u—-illn =rdu
[ ——
Ou Ou
Minimalitit
j— r = O (weil m kleinste Zahl und r<m sein soll)

SeinUN, n>1
Bezeichnung: 4, :={0,1,...,n—1} 0Z (= NO)
Division mit Rest: Zu a [1Z existieren eindeutig bestimmte Zahlen g, r UZ:

a=qlh+r, riz,

a=qlh+r=gn+r =gn+r

gn—-gn=r'-r "
(q—q')n=r—r' Y
\ ) //

=0 L7

=q=q

-

Bezeichnung: p,a:=r Rest modulo n

(,0 =) p,:Z - 7Z, mita — p,a ,Restabbildung modulo n*

13. a pa=0 < aO(n)
b) pa=a - alZ,
©) p(a+b)=p(pa+pb)
) p(a)=p((pa){ob))

Beispiel fiir c): a=13,b=9,n=5
p(a+b)=p(13+9)=2

p(a)= () p(b)=p(9)=4
p(p(a) )()2

Beweis fiir d): a=qgn+r, r=pa
b=pn+s,s=pb
alb = (pn+qs+pr)Eh+ rs

—ln+t

=n(qpn+qs+pr+l)+t

< 2>



Algebra

Sommersemester 2005
Vorlesung 1 Montag, 11. April 2005

Zwischenbemerkung: Fira,b,n07Z
def .

aEb(modn) = pa=pb
= a—bD<n>
(= n teilt a=b)

=def. Aquivalenzrelation aufZ
Konkruenzklassen

Aquvalenzklasse [ d] ={b 0%|pa = ,ob}

Z, ist Reprisentantensystem dieser Aquivalenzrelation

p = p, ubertrigt die Ringstruktur vonZ auf7Z :
Firr,s,tUZ, (r =pr,s=ps,t= ,Ot)

r+ sde=f',0(r+s) (Ausgesprochen: + mod n)

r@sde:f'p(rﬂ“)

1.4.  Beziiglich dieser Verkniipfung ist Z  ein kommutativer Ring mit
NullelementOLlZ  und Einselement1UZ

Beweis: 0,1 sind richtig (trivial)
Addition und Multiplikation ist kommutativ
r+, (n—r) =0 inZ,

Assoziativgesetz
Addition:
r+, (s+,0)=p(r+p(s+1)) =
=p(pr+p(s+t))=p ( (s+1))=
=p((r+s) ) plp(r+s)+i)=
=(r+, )+,
Multiplikation:
rR(sr) = p(rip(s2))= p(prip(s)) = p(r s z))
P(st)

=p((r3)@) =...=(rQs) s

Beispiel: n=2,7 =10,1
+
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