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 { }iG a a i= = ∈ℤ  

 ( ): Gϕ + →ℤ  Gruppenhomomorphismus 

  i
i a֏  Homomorphiesatz 

 
ker

Gϕ
ℤ ≙  

 { }ker 1i
i aϕ = ∈ =ℤ Untergruppe von ( )+ℤ  

 

( )

{ }

: min ker

ker

0, ker 0

n

n

n

ϕ
ϕ

ϕ

=

=

= =

 

 

 1n ≥   

 

 

 

 

 

 

 

 Für { }, 0,1,..., 1ni j n∈ = −ℤ  

  ( ) ( ) ( )
n

n

i j

i n j n i j nρ
+

+ + + = + +
����	

 

  ni ji j
a a a

+=  ( )nG ≅ +ℤ  

 

 Sei G eine endliche Gruppe und ,a G a∈ Untergruppe von G. 

 Die kleinste Zahl n ∈ℕmit 1n
a − heißt die Ordnung von a ( ( )0 a= ) 

 ( ): 0n a=  

 

4.13. a) 1i
a i n= ⇔ ∈  

 b) { }2 11, , ,..., na a a a −= , insbesondere: a =  

c) Für ,
n

i j ∈ℤ gilt ni ji j
a a a

+=  

d) n ist Teiler von G  (Satz v. Lagrange (4.3.)) 

 

 Beispiel: 

  { }*

5 4, 1,2,3, 4K G K= = =ℤ ≙ ℤ  

  
( )
( )

2 3 4

2 3 4

2 4 3 1 0 4

3 4 2 1 0 4

a a a a a

a a a a a

= = = = =

= = = = =
 

 

4.14. Sei G eine endliche zyklische Gruppe und a Erzeuger von G (d.h. G a= ). 

Dann ist: ( )0 a G= ,   ist ( ): 0n a= , so ist G isomorph zur Gruppe ( )n +ℤ . 

ℤ ϕ { }0 1 11, , ..., nG a a a a −= = =

( ){ }0 ,1 ,..., 1n n n n
n

= + + − +ℤ

ψ ϕ
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In 4.2. haben wir die Untergruppe von ( )n +ℤ schon bestimmt. 

⇒  

4.15. SeiG a= eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Die Untergruppen U von G haben 

die Form mU a= , wobei m Teiler von G  ist. 

 Ist
n

k
m

= so ist U eine zyklische Gruppe der Ordnung k, insbesondere ist ( )0 ma k=  

 

 

4.16. SeiG a= zyklische Gruppe der Ordnung n. 

 Sei 0 m≠ ∈ℤ und ( )ggT ,g n m=  

 Dann ist ( ) ( )0 0m g n
a a

g
= =  

 Weiter ist m ga a= Untergruppe der Ordnung
n

g
. 

 

 Beweis: ( )/
i

m g gg m m i g a a a⇒ = ⋅ ⇒ = ∈  

     m ga a⇔ ⊆  

 

 g pm qn= +  (Bezout) 

 ( ) ( ):
p q

g pm qn pm qn m na a a a a a+= = ⋅ =  

   g ma a⊆  

 

 

⇒  

4.17. SeiG a= eine zyklische Gruppe der Ordnung n. 

 Genau dann ist eine Potenz m
a Erzeuger von G, wenn ( )ggT , 1n m =  

 

4.18. Ist n eine Primzahl, so ist jedes Element 1≠  ausG a= Erzeuger. 

 

 

Im folgenden sei G eine abelsche, endliche Gruppe 

„Primfaktorzerlegung in G“ 

„G ist direktes Produkt von Untergruppen 1,..., r
G G “ 

 1,..., r
G G Untergruppen von G 

 ( ){ }1 2 1 2... , ,...,
r r i i

G G G a a a a G× × × = ∈  

  Kartesisches Produkt 1

1

...
r

r i

i

G G G
=

× × = ∏  

 Ist die Abbildung 1: ...
r

ß G G G× × → mit ( )1 1,..., ,...,r ra a a a֏ bijektiv, so heißt 

 G das direkte Produkt von ( )1 1,..., , ...r rG G G G G= × ×  
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 d.h.: Zu a G∈ existieren in eindeutiger Weise Elemente
i i

a G∈ mit 1 2...
r

a a a a=  

 

 Sei genauso 1,..., ,
r i i

b b b G b G= ∈ ∈  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 2.... ... ...r r r ra b a a b b a b a b a b⋅ = =  

 

 Multiplikation ist komponentenweise 

 ( ) { }: : m
m G m a G a∈ = ∈ℕ  

  ( ) ( )0a G m a m∈ ⇔  (4.13.) 

 

 

4.19. a) ( )G m ist Untergruppe von G 

 b) ∃ ein m ∈ℕmit ( )G G m=  

  [ ] ( )4.13. ) 0d a teilt :G m=  

  1m
a =   [4.13. a)] 

  ( ) ( )0 1
a G

m a G m
∈

= ⇒ =∏  

 

 zu a) z.Z. 1, 1m ma b= =  

   
( ) ( ) ( )

( )

1
1 1

1

1
m

m m m
ab a b a b

ab G m

−− −

−

= = =

⇒ ∈
 

 

 

4.20. Satz 

 Seien 1 2,m m teilerfremde Zahlen ausℕ , so dass ( )1 2,G G m m=  

 Setzen ( ) ( )1 1 2 2: , :G G m G G m= =  

 

 a) 1 2G G G= ×  

b) Ist 1 2a a a= mit
i i

a G∈ , so ist ( ) ( ) ( )1 20 0 0a a a=  

 

 Beweis: 

  a) ( )
�

( )
�

2 1
1 2

1 2

1 1

bzw. : 1
m m

m m
a G a G a a

= =

∈ ∈ = =  

   1 2undG G⇒ Untergruppen von G 

   Sei ( )1 2, 0a G G a∈ ⇒ ist Teiler von 1m und 2m  

 

   (1) 1 2 1G G∩ =  

   Bezout 1 21 ,i m j m i j= ⋅ + ⋅ ∈ℤ  

    � �
1 2 1 2

2 1

1

1 2,
i m j m i m j m

a a

a G a a a a a a a
⋅ + ⋅ ⋅ ⋅∈ = = = ⋅ =  
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( )
( )

�

1 2 1 2 1

2 2 1

1 1 1

2 2 2

1 2 1 2

1 1

1 1 2 2 1 2

1

1 1 2 2

1

1

,

,

j
m m m j m m

i
m m m

i i

a a a a G

a a a G

a a a b b b G

b a b a G G

a b b a

− −

=

= = = ∈

= = ∈

= = ∈

= ∈ ∩

= =

 

 

  b) ( ) 1 2: 0 ,k a a a a= =  

   
( )

( )
1 2 1 2

1

1 2 1 2

1 1

1

kk k k

k k

a a a a a

a a G G
−

= = = =

= ∈ ∩ =
 

 

   (2) k ist Teiler von 1 2,m m  

    ( )10 a und ( )20 a sind Teiler von k 

    ( ) ( )1 1 2 20 , 0a m a m  

    ( ) ( ) ( )1 2 1 2ggT , 1 0 ,0m m a a= ⇒ Teiler von k 

 

 Sei ( )G G m=  

 Sei 1 2

1 2 ... re e e

r
m p p p= Primfaktorzerlegung von m 

 

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

1 2 2

1
1

3
32

2

1 2

1 2 2

1 2 ...

r r
e

e er
e r

p

r

e e e e e

r rp

G G p p

e e e

r

G G m G p p p G G p p

G p G p G p

= × ⋅⋅⋅

= = ⋅ ⋅⋅⋅ ⋅ = × ⋅⋅⋅

= × × ×

������	
 


