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G =(a) ={ai |iDZ}
Q.7 (+) - G Gruppenhomomorphismus
i—a  Homomorphiesatz
g
ker ¢
ker ¢ ={i UZ ‘ai = 1} Untergruppe von Z (+)
n:=min (ker ¢)
kerg = <n>
n=0, ker¢ ={0}

Fiiri, jOZ, ={0,1,....n -1}

(i+(m)+ (i +(m) = o, (i + ) +(n)

i+, ]

aa’ =a"’ G Uz, (+)

Sei G eine endliche Gruppe unda L1 G, <a> Untergruppe von G.
Die kleinste Zahl n ON mita” —1 heiflit die Ordnung von a (=0 (a) )
n:=0 (a)

413. a) a'=1 = i0O(n)
b) <a> ={1,a,a2 ..... a""l} , insbesondere: ‘<a>‘ =
¢) Firi, jOZ, gilta'a’ =a™’

d) nist Teiler v0n|G| (Satz v. Lagrange (4.3.))

Beispiel:
K=Z;, G=K ={1,2,3,4 27,
a=2 a’=4 a’=3 a*'=1 0(a)=4
a=3 a'=4 a=2a"=1 O(a)=4
4.14. Sei G eine endliche zyklische Gruppe und a Erzeuger von G (d.h.G = <a> ).
Dann ist: O(a) = |G|, ist n:= O(a) , 80 ist G 1isomorph zur Gruppe Z, (+)
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In 4.2. haben wir die Untergruppe vonZ, (+) schon bestimmt.
=
4.15. SeiG = <a> eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Die Untergruppen U von G haben

die FormU = <a'” >, wobei m Teiler v0n|G| ist.

Istk == so ist U eine zyklische Gruppe der Ordnung k, insbesondere istO(a’”) =k
m

4.16. SeiG = <a> zyklische Gruppe der Ordnung n.
Sei 0#ZmUZund g = ggT(n,m)

Dann istO(a’”) = O(ag ) _n
8
Weiter ist <a’”> = <ag > Untergruppe der Ordnung n )
8

Beweis: g/m = m=il§ = a’"=(ag)iD<ag>
- (@)ole)
g=pm+qgn (Bezout)

g —  pmtgn — _pm gn — m\? . n\?
a® =a =a™ " =(a la

(a*) 0{a")

4.17. SeiG = <a> eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

Genau dann ist eine Potenz a™ Erzeuger von G, wenn ggT (n, m) =1

4.18. Istn eine Primzahl, so ist jedes Element# 1 ausG = <a> Erzeuger.

Im folgenden sei G eine abelsche, endliche Gruppe
,»Primfaktorzerlegung in G*
,,G 1st direktes Produkt von UntergruppenG,,...,G,

G,,....,G, Untergruppen von G

G, xXG, x..XG, ={(a1,a2,...,a,) a DGi}

r

= |_||Gi|

i=1

Kartesisches Produkt |G1 X..XG,

Ist die Abbildung :G, x..xG, - Gmit(a,,....a,) > a,,...,a, bijektiv, so heift
G das direkte Produkt vonG.,....,G,, (G =G, x..xG, )
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d.h.: Zua UG existieren in eindeutiger Weise Elemente a, UG, mita = a,a,...a,

Sei genausob =b,,....b. UG, b, 1G,
alb= (al....a,)(bl...b,) = (albl)(azbz)...(arb,)

Multiplikation ist komponentenweise
mUN: G(m) :={a DG‘am}
aOG(m) < 0(a)jm  (4.13)

4.19. a) G(m) ist Untergruppe von G
b) OeinmONmitG =G(m)
[4.13. d)] 0(a) teilt|G| = m
a" =1 [4.13. )]

m=a|;10(a) = G(m)=1

zua)z.Z. a" =1, b" =1
(ab_l) =a" (b_1 )m =a" (b’” )_1 =1
= ab'O G(m)

4.20. Satz
Seienm,,m, teilerfremde Zahlen aus N, so dassG =G (m1 , mz)

Setzen G, := G(ml), G, = G(mz)

a) G=G,xG,
b) Ista=aa,mita,1G,, so istO(a) =0(a1)0(a2)

Beweis:

9 aOG bzw. a0G,: (a")" =(a")" =1

= G, und G, Untergruppen von G

SeiaG,,G, = O(a) ist Teiler vonm, und m,

(1) G ngG,=1
Bezout 1=ilin+jlh, i,jUZ

alG, a=d" =a™""™ =a"™ '™ = qa,
—_——
) 4
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a™ =a"™" = (amzm‘ )’i =1 q UG,
a,” = (amz’”' )i =1 a, JG,
a=aa,=bb,, b UG,
b 'a, =b,a,” UG, n G,
[ S —]

b) k:=0(a ,

(2) kist Teiler vonm,,m,
0 (a1 ) und 0 (a2 ) sind Teiler von k

0(a)lm. 0(a)m,
ggT(ml,mz) =1 = O(al),O(az) Teiler von k

SeiG =G (m)

Seim = p;' p;*...p;” Primfaktorzerlegung von m

G =G (m)=G(pi ({ps Wy )) =G, G (p: Wp})
— ¢
g (e

=G(py)xG(ps)x..xG(py)
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