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 G endlich, abelsch 

 ( ) { }1m
G m a G a= ∈ =  

 Untergruppe von G   ( )o a m  

 

4.21. ( ) ( )G G m m G= =  

 ( )1 2 1 2, ggT , 1m m m m m= ⋅ =  

  

 a) ( ) ( )1 2G G m G m= ×  

 b)   1 2a a a= ⋅  

  ( ) ( ) ( )1 2o a o a o a= ⋅  

 

 ( ) ( )1 1 2 2: , :G G m G G m= =  

 a) (1) { }1 2 1G G∩ =  

   
1 2 1 2

1 2

1

1

i m j m i m j m

i m j m

a a a a a
⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ + ⋅

= = = ⋅
 

 

  (2) 2 1

1 2

1 2: , :j m i m

G G

a a a a
⋅ ⋅

∈ ∈

= =
����� �����

 

   

( ) ( ) ( )1
1 2 1 2

1 2

1

1 2 1 2

1 1 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2

1

,

1

m j j
m j m m m m

i i

G G

a a a a

a a a b b b G

b a b a b a b a

⋅ ⋅

− − − −

∈ ∈

= = = =

= ⋅ = ⋅ ∈

= ⇒ = =

 

 

   ( ) ( ) ( )1 1 2 2: , ,

a G

k o a k o a k o a

∈
= = =

 

   
( ) ( ) ( )2 11 21 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1
k kk kk k k k

a a a a a

k k k

= = =

⇒
 

 

   ( )2 ⇒  1k Teiler von ( )0 a k=  

     2k Teiler von ( )o a k=  

   1 1 2 2 1 2, , ,k m k m m m teilerfremd 

   1 2,k k teilerfremd 1 2k k⇒ Teiler von k 

 

   1 2

1 2
re e e

r
m p p p= ⋅⋅⋅    Primfaktorzerlegung 

   ( ) ( ) ( )1 2

1 2
re e e

r
G G m G p G p p= = × ⋅⋅⋅  

 

 

 

Gegenbeispiel :

12 24

6 24

12 6 24⇒ ⋅ ≠Teiler von↑ ↑
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4.22. Sei ( ) ( ), z.B.G G m m G= =  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

... r

r

e e e

r

z z z

r

r

G G p G p G p

a a a a

o a o a o a o a

= × × ×

= ⋅ ⋅⋅⋅
= ⋅ ⋅⋅⋅

��� ����� ���

 

 ( )ie

i
G p   Primärkomponenten (Sylowgruppe) 

 

 

4.23. Satz 

 Sei z G∈ ein Element von maximaler Ordnung in G und sei ( ):m o z=  

 Dann gilt 1m
a = für alle ( )expa G m G∈ =  

 

4.24. Korollar 

 Sei K Körper und G eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe *K . 

 Dann ist G eine zyklische Gruppe. 

 

 

 4.23.  ⇒   4.24. 

 Wir zeigen , 1, 1 0m m
G z a a= = − =  

 a ist Nullstelle von 1mX −  

 1mX − besitzt höchstens m Nullstellen   G m⇒ ≤  

 z ist Untergruppe der Ordnung m 

 

 Beweis von 4.23. 

 Sei
i

z aus ( )ie

i
G p von maximaler Ordnung  1,...,i r=  

 ( ) im

i io z p=  

 Sei ( )ie

i i
a G p∈ und ( ) t

io a p=  

  i im mt t

i i i i
p p p p≤ ⇒  

 ( )io a⇒ teilt ( )ia z für alle ( )ie

i i
a G p∈  

  
( ) ( ) ( )1 2

1 2

1 2 3

... re e e

r
G G p G p G p

z z z z

= × × ×

= ⋅ ⋅⋅⋅
 

  1 2:
r

z z z z= ⋅ ⋅⋅⋅  

  ( ) ( ) ( )1 ro z o z o z m= ⋅⋅⋅ =  

  ( ) ( )
( )
� ( )

( )
� ( )

( )
� ( )

1 2

1 2

teilt teilt teilt

teilt

r

r

o z o z o z

o a o a o a o a o z m= ⋅ ⋅⋅⋅ =  
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 G beliebige Gruppe 

 Ein Homomorphismus 

 ( ) ( ) ( )( )
: G G

ab a b

α
α α α

→

=
 

 heißt Automorphismus, wennα bijektiv ist. 

  

 Auf G ist die Menge der Automorphismen von G 

  ( )( )
, Aut

: Komposition

G

a a

α β
α β α β

∈

� ֏
 

 

4.25. Bezüglich dieser Verknüpfung ist Aut G eine Gruppe 

1) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
AutG

ab ab a bα β α β α β β
∈

= =

��
�  

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )...a b a bα β α β α β α β= = = � �  

    ⇒  Homomorphismus 

 

 2) Assoziativgesetz: ( ) ( )α β γ α β γ=� � � �  

 3) id
G

ist neutrales Element 

 4) 1α − ist die Umkehrabbildung 

  1 1 idα α α α− −= =� �       (Inverse) 

 

 z.Z. Umkehrabbildung ist Homomorphismus 

  

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

1

1

1 1

1

2 2

Hom.

1 2 1 2

1 1 1

1 2

ab a b

ab c c ab

a c c a

b c c b

c c c c ab

ab c c a b

α α α
α α

α α

α α

α α α

α α α

− − −

−

−

−

− − −

⇒ =

= ⇔ =

= ⇔ =

= ⇔ =

= =

= =

 

 

 Sei { }iG a a i= = ∈ℤ zyklische Gruppe 

 Für j ∈ℤdefiniert :
j

G Gα → mit ( ) ( )j i
i i ij ja a a a= =֏  

 
j

α  ist Homomorphismus 
( ) ( ) ( )

j
i k ji k i k ij kj i k

j j
a a a a a a a a

α

α α++= = =֏  

 

• im j

j
α α=  

• 
1 2

:
j j

G Gα α →� mit ( )( ) ( )1
2 1 2

j
j j j

i i ia a a=֏  

   
1 2 1 2j j j j

α α α=�  
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 Beispiele (additiv): 

 1) ( ) ( )1G = + =ℤ  

  ( )j i j iα = ⋅   (injektiv für 0j ≠ ) 

  im j jα =  

  
j

α Automorphismus   ⇔    1j = ±  

   ( )( ) ( ) { }
"Einheitsgruppe"

Aut E 1, 1+ = = − +ℤ ℤ  

 

 2) ( ) 1n n
G = + =ℤ  

  
( )Aut

teilerfremd zu

j nn
G j

j n

α ∈ ⇔ = +

⇔

ℤ
 

  Ergebnis ( )Aut En nG ≙ ℤ  

 

 

5. Die Interpolation 
 

K Körper, 1,..., n
ξ ξ seien verschiedene Elemente von K 

[ ]0 1 ... n

nA a a X a X K X= + + + ∈  

Definierte Abbildung von [ ] n
K X K→ ist ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

val

, ,...,
nvv v

n

A

A A A Aξ ξ ξ
= =

=

 
 
 

֏

�����������

 

 

Einsetzungsregel   ⇒val ist eine Lineare Abbildung 

 ( ) ( ) ( )val valv A B A Bλ µ λ µ+ = +  

ker val?  

 ( ) ( )0 1,..., 0,0,...,0iA i n Aξ = ∀ = ⇒ ֏�  

 ( )1X ξ−� Teiler von A 

  ( ) ( ) 1

1 1 2

1

: ... ...
n

n n

i n n

i

N X X Xξ ξ ξ ξ ξ ξ−

=

= − = − + + + + ⋅⋅⋅∏  

 

5.2. Interpolationssatz 

 Zu jedem ( )1 2,..., n
v v v K= ∈ existiert genau ein Polynom [ ]nA K X∈  

 mit ( )1val ,..., nA v v= . 

 

 Interpolationsoperator: 

 Sei [ ]: n

nK K XΠ → die Umkehrabbildung von val′  

 ( )
val

val

r

r A A r

A A

=

Π = ⇔ =
Π =
���
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2 1

1 1 1

2 1

2 2 2

2 1

1

1

1

n

n

n

n n n

v

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

−

−

−

 
 
 =
 
  
 

⋯

⋮ ⋮

⋯

 

 

0

1

1

val

n

a

a
v A v

a −

 
 
 ′= =
 
  
 

⋮
 

 

0

1

1n

a

V v

a

−

−

 
 =  
 
 

⋮  

 d.h. Zu der linearen Abbildung val′ gehört die Matrix V  

 und zu der Abbildung Π gehört die Matrix 1
V

− . 


