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4.21.

G endlich, abelsch

G(m) ={aDG

a" = 1}

Untergruppe von G o (a) |m

G=G(n)  (n=[d]

m=m, ln,, ggT(ml,mz) =1

a)
b)

G, =

a)

G=G(m)xG(m,)
a= a 0O aq,

o(a) =0(a1) Do(az)

G(m), G, =G(m,)
() G nG,={1}
1=iln, + jn,
a=a' =q™*m = 4 g0

— — il
2) a:=a"™, a,=a™
0G, 0G,
=@ =) <o) =
a=a,lda, =b b, bUG,

-1 — -1 -1 —_ -1 -
b a =ba, = b a =ba, =1
0G, 0G,

allG
k:=0(a), k, =0(a1), k, =0(‘12)
a‘t = (ala2 )klkz — (alkl )kz (a2k2 )k1 -1

= klkk,

(2) =k, Teiler V0n0(a) =k
k, Teiler von o (a) =k
k, ‘ml, k, |m2 , m,, m, teilerfremd

k,, k,teilerfremd = kk,Teiler von k

m = p/ p;> Ullp Primfaktorzerlegung
G =G(m)=G(p{')xG(py Tpy )

Gegenbeispiel :
12|24
6|24

= 1206 # 24
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4.22.

4.23.

4.24.

SeiG =G(m), (z.B. m=|G))

G=G(pi)xG(ps)x..xG(p)

= aq Ua 00 aq

0(a)= o(al) Do(az) D]]]]o(ar)

G ( pl ) Primédrkomponenten (Sylowgruppe)

1

N

Satz
Sei z UG ein Element von maximaler Ordnung in G und seim :=o (z)

Dann gilta” =1fiir allea G (m =exp G)

Korollar

Sei K Korper und G eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe K .
Dann ist G eine zyklische Gruppe.

423. = 4.24.

Wir zeigen G = <z>, a”"=1,a"-1=0

a ist Nullstelle von X" —1

X "™ —1besitzt hochstens m Nullstellen = |G| <m

<Z> ist Untergruppe der Ordnung m

Beweis von 4.23.
Sei z;aus G (pf’ ) von maximaler Ordnung i=1,..,r
o(z)=p"
Seiq, DG(pf’ )undo(ai) =p'
p/sp" = p'\p"
= o(a,) teilta(z,) fiir allea, 1G( p;*)

—
teilt o(z]) teilt 0(22) teilt o(z,)
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G beliebige Gruppe
Ein Homomorphismus
a:G -G

(a(ab)=a(a)a(®))

heif3t Automorphismus, wenn & bijektiv ist.

Auf G ist die Menge der Automorphismen von G
a,fFOAutG
aof:am a'(,B(a)) Komposition

4.25. Beziiglich dieser Verkniipfung ist Aut G eine Gruppe

b (@A) =a(pa)=als(@)s()
- a(B(@)a(B() =.. = (@ B)a) @ A)0)

= Homomorphismus

2)  Assoziativgesetz: Qo (,[)’o y) = (a ° ,3) oy
3)  id,ist neutrales Element

4)  a 'ist die Umkehrabbildung
aoa”' =a'oca=id  (Inverse)

z.Z. Umkehrabbildung ist Homomorphismus
= a”'(ab)=a"'(a)a™ (b)

SeiG =(a) :{ai i0 Z} zyklische Gruppe
Fiir j OZdefinierta; :G — G mita’ (ai)j =qa’ :(aj)i

i

_ , o T .
a, ist Homomorphismus  a'a" =a™ —a ™ =gVgh = a, (a’)aj (ak)

° ima'j :<aj>
*a,°a,:G - Gmitd' > ((a,-)jz)fl :(ai)_/ljz

.oad. = .
a.]l a/z alllz
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Beispiele (additiv):

1)

2)

G=z(+) (=(1)

a,(i)=j@  (injektiv fiir j#0)

ima; =(j)

a; Automorphismus < j =1l
Aut(z(+))= E(z) ={-L+]

"Einheitsgruppe"

G=2,(+)=(1),
a,0AuG - (j) =Z,(+)

<  j teilerfremd zu n
Ergebnis AutG=E, (Zn)

5.  Die Interpolation

K Korper, &,

..... ¢ seien verschiedene Elemente von K

A=a,+aX +..+a,X"OK[X]

Definierte Abbildung von K [ X ] - K"istA— (A

=V, =V,

(6).A(&).A(£)

=valA

Einsetzungsregel —> val ist eine Lineare Abbildung
v(/]A + ,uB) =A (ValA) + ,u(valB)

ker val?

b A(&)=0 Di=L..n = A—(0,0,..,0)
- (X—fl)Teiler von A

NE[](X-8)= X" ~(£ 4.4 E) X" 4+ EE T,

i=1

5.2. Interpolationssatz

Zu jedemv = (vl,...,vz) U K" existiert genau ein Polynom ALK, [X]

mitval A = (v1 ..... vn) .

Interpolationsoperator:

Seill: K" - K, [X ] die Umkehrabbildung von val’
Mr=A < valA=r

M(valA)=A

|\—

=r
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1 El El 2 51 n-1
1 52 52 2 EZ n-1
v - .
1 En En 2 En n-1
a,

an—l
d.h. Zu der linearen Abbildung val’ gehort die Matrix V
und zu der Abbildung 1 gehort die Matrix V™",
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