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KUOL
vOL

k[v]={A(v)|aDk[x]}

v algebraisch iiber K, wenn ein A # 0 existiert mit A (v) =0

M =M  Minimalpolynom von v irreduzibel
K[v]=Kk(v)2K, =K,[X], m=gradM
AL} B=p, (AB)

7.7. [K(v) : K] =grad M und1,v,...,v" " ist Basis VonK(v)

K

Beispiel:
K=Q,L=C

v=2,M,=X*-2

1,\/§ist Basis VOHK[\/E] iiber K

a=a0+a1x/§, a UK, A=a,+aX

b=h, +b2 B=b,+bX

a+b :(a0 +b0)+(a1 +b1)\/5 |A+B

alb =(a0 +a1\/§)(b0 +b1\/§) =(a0b0 +2a1b1) +(aob1 +b0a1)\/§
AlB= (a0 +a1X)(b0 +b1X) =ayb, +(aob1 +a1b0)X +ab X’
Py (AB) = (ab, +2a,b,) +(a,b, +ab,) X

M=X*-2
X*=M+2
P (X7)=2
Beispiel:
K=Q, L=C
R
v=i 1,iBasis vonK(v)K
M=X*+1
Pu (XZ):_I

Definition:

a) L hei3t algebraische Erweiterung von K, wenn jedes Element v [ L algebraisch

iber K(LOE,, (K))

b) K heif3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes A1 K [X ] ,grad A>1, eine

Nullstelle in K hat
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¢) KOE (K ) heif3t algebraischer Abschluss von K, wenn
a. K ist algebraisch iiber K (I? OE,, (K ))
b. Kist algebraisch abgeschlossen

Hauptsatz der Algebra:

E,(C)=C
C=C (R=C)

78. a) LOE,,(K) = LOE,, (K)

Beweis: vDL,[L:K]=n
1,v,v*,...,v" sind linear unabhéngig in L,
| —

n+l

av', a,0K ,nichtallea, =0

0=3
i=0
A=Y

aX' #0
0
A(v) =0
b) V,...,v, ULundv, algebraisch iiber K, i=1,...,n
K (v,vy5es, ) OE (K)OE,, (K)

[K(vl) : K:| =gradM, <co
v, algebraisch 'Liber(vl)
K(vl)(vz) = K(vl,vz) UE, , (K(vl))
Gradformel: K (vl,vz) UE, (K )
K(vl,vz)(v3 = K(vl,vz,v3) e USWoLLL.

¢) SeikOLOH, HOE(L)

alg alg
LOE,, (K), HOE,, (L)
= HUE,, (K)
vUH
n.V. Zn:aivi =0, g, UL
i=1

a,.a,....,a, JL
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K(ao,al,...,an) UE, (K)

v D(K(ao,al,...,an))(v) UE, , (K)

a)
= v algebraisch

7.9.  Es existiert der algebraische Abschluss K

Beweisskizze:
Ich tue so, als seiE.

Sei{ Li}m Kette inE,, (K)
LOL

7+1
L=JLOE,(K)
iON
a,bUL
0 mita,b 0L, OE(K)
= a+b,ab, a”’ UL 0L
LUE,, (K ) ist ein maximales Element

(L, OL O§)

Zorn’sches Lemma = E,, (K ) heif3t maximales Element

Behauptung: L ist K
1) v algebraisch iiber L, L (v)

e (K ) eine Menge, die durch Inklusion geordnet ist! (st aber nicht so!)

KOLO L(v) 7i;)L(v) algebraisch tiber KUE,, (K) = L(v) =L

alg alg

Q 0 Q O C algebraisch abgeschlossen

E, (Q)"= "{L

... Q algebraischer Abschluss vonQ
oc

L Teilkorper von C

K

Fiir den AugenblickT =1 K,6 =
iON,, 7=1+..+

—|
O o
=

L algebraisch iiber Q

|
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R:={7|iDZ} ist nullteilerfrei
Unterring des Korpers K
T4 =T+ 4T)+(T+.4T) =i+

i—mal Jj—mal
T =(1+. +1){T+..+1)=1+..+1=i[
l ( i-mal )[q Jj—mal ) m |

¢ 7, - Rundi - l_
Ringhomomorphismus

ker ¢ ist Ideal inZ (R O ker¢)

Isomorph

1. Fall: ker¢ ={0} ,dh.R O Z

Bilde quat R :{% a,bO0R,b # 0} 0K 00

2. Fall: ker ¢ # 0, p:=min (ker @) ist die kleinste Zahli N miti =0
Kapitel 1: ker g = < p> Homomorphiesatz % p> UR

—
VA

p ist Primzahl
(p=a-b,0=p=ab=ab = a=0oderb =0

widerspricht der Minimalitét von p)

Bezeichnung: p =charK (Charakteristik)
Im Fall ker ¢ ={O} istchar K =0

7.10. Satz
Sei p =char K und K, der kleinste Teilkorper von K

Dann
a) Ist p =0, so ist K, isomorph zum Korper O (K, =quatR)

b) Ist p#0, soistK isomorph zum KorperZ , (undK, =R)
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8. Endliche Korper

K endliche Korper, g := |K

, p =char K Primzahl

Der Vektorraum K (tiber dem Korper K, [JZ ) ist endlich dimensional,

sein :[K;Kp},also Ky UK, D(ZP)"

8.1. Satz
qg=p" Primzahlpotenz

Beispiel: NOZ, [X ] irreduzibel
K= (Z , )N ist endlicher Korper mit p” Elementen, n = grad N

8.2. Satz
Die multiplikative Gruppe K von K ist eine zyklische Gruppe der Ordnung g —1
——

m

zOK" heibt primitives Element von K, wenn K = <z>

8.3. a) K" :{lzzo,z,zz,...,z’"_l}
b) Zi J = Zi+W4/'
C) Ein Elementa = z'ist genau dann primitiv, wenn ggT (i,m) =1
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