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|K| =q=p", p=charK,m=¢g-1
K =F,=GF(q) Galoisfeld (Galois, 1820)
K = <z> ={1, 2,2%,..0, z’”"l} , Z primitives Element von K

Zi QJ. - Zi+j - Zi+",j i+m ,] :pm (l+])
Zu jedema 0 K existiert genau eini 17, ={0,1,...,m—1} <Zmita=7'

Schreibweise:  1d_(a):=i diskreter Logarithmus von a zur Basis z

Verabredung: a”:=0,i+, (—00) = —00
84. 1d, (ab)=1d_(a)+,1d_(b)

Beweis: a=7,b=z',alb=7""’
k

7+l =z nicht klar
€ K =(Z,),, NOZ,[X]irreduzibel, grad N = n
Prir;kb‘rper

Seivy,v,,...,v,, eine Basis von K,

(dimk,, =n K =(2,), =K, [X])

z.B. Basis, X,.... X"
a UK hat die Darstellung

n—1 |
a =Zaivi =(a0,a1,...,an_l) a, U7,
i=0

a+tb =(a0 +,by,a,*+,b,....a,_ +, bn_l)

n-1

alb= (gaivi](gijj = ,n; (ai ij)(vl. Qvﬂi)

,Jj=0

n-l
v b, zzsiik s s UZy
k=0

K Strukturkonstanten

ijk *

alb= zl ((a,00,) B sy v, :(Z(aigbj)gsijo,....,z(aigbj)msﬁ(n_l)j

i,j,k=0 i,j i,j

Gute Basis ist eine Basis, so dass Sy = 0 moglichst oft.
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Beispiel: Basis:v, =1L v, =X, v, =X’ ..,v,, =X"", K=(Z,),
n-1
a= z a.,v, = APolynom
i=0
vy, =X'X7 = p,(x™)

Sei i+ j<n: vy, =v

i+j

0 k#Zi+j
Sy =4 falls 7
| k=i+]

Seii+j=n:N=d,+d X +..+d_X""'+X",d0Z,
DUOK

d =(d,.d,,....d,_, ) hat die Basis v,...,v,_,
py(X")=-D. dh:v) =—d

I = yip) = = —
Seii+j=n: vy, =vy =v ==d
Sk =-d, k=0,..,n-1

Seii+ j=n+1

Vi E’j = dn—ldO’dn—l dl +d0 ""’dnz—l +dn—1
[ S —

Ein guter Spezialfall p=2(a +b)2 =a’ +2ab+b’

8.5. Satz
(a+b)" =a"+b" abOK

Beweis:  Zunichst fiira, b7

et ((PY) N s
(oo =0 o $p (v [ 22
i=1 l

i il

4

(P P
:pteﬂt(, j pp(, j=o
i i

Zusatz:a) a’=a UalK ¢g=P"
b) a’=a UaOZ,

P
1<ig<sP-1 Pteilt( ji!, P teilt nichti!

Beweis: m =g —1ist die Ordnung von K~
=a"=1 0a0OK aad"=a,a’=a

Pl _ P _ Pl
alZ, a =1 a" =aa
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8.6.

8.7.

Satz iiber die Normalbasis

Es existiert v 0 K , so dass die Potenzenv,v". v ,...v"" (q = P”)

Eine Basis von KZP bilden. (Normalbasis)

P a)
P _ P _ P _ P _f[.p! — P
Vo SVLV, SVy,nnV, =V LY —(v ) =V =v=y,

n-1

a= (ao,al,...,an_l) = (liVl.
i=0
n—1 P
aP = = (aivi)
i=0 ———

zyklische Vertauschung

Allgemein:K endlicher Korper mitg = P" Elementen, P = char K
LOE,,(K),[L:K]=dimL,
zB.K=Z, L=(Z,), NOZ,[X] irred.)
FiriONsei 0 =X*-XOK[X] (0L[X])

L ::{aDL‘Qi(a) :0}

Proposition
a)  List Teilkorper von L
b |L<q

c) ZerfilltQ,in L[X ] in Linearfaktoren, so gilt|Li| =q
d L=KUOLUOL
e) Ln=L,wennn=[L:K]

Beweis: alL < a’=a
a) 10K, P=chark =P=0inkK 7=0 (g=P")

8.4.

= (a +b)ql =a” +b” (a %)q[ =a’ "
() =(a’)
(a+b)" = ((a +b)q)q =(a"+b7) =a” +b"
= a,b0L = a+b,alb0L,a' 0L
L, ist Teilkorper

c)  Es geniigt zu zeigen, dass Q, in L nur einfache Nullstellen besitzt.

Kriterium z.z. Q' = c_]ini_l -1
=0

0/ (a)20 OaDL
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d) a’=g,dh. KUOL Q0 =X'-X
K|=q K=L
aUKheiit a? =g, a’ =a’=a
a’ =a alL
|L| =q" L hatdie Ordnungg" -1
a’" =1|@ UaOL
.

a =a

8.8. Satz
Zu jedem n [N existiert ein Erweiterungskorper L von K mit|L| =q"

0,=X" -XOK[X]
73.=LUE, (K ) in dem das Polynom Q, in Linearfaktoren zerféllt

¢)= L, ist Korper mitg" Elementen
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