Algebra

Sommersemester 2005

Vorlesung 19 Mittwoch, 15. Juni 2005

q=p". K=GF(q)OL=GF(q"). n=[E:F]

0 =X" -X OF[X]

M:L - L mitar a’
I'Ii(a)=a"[

L :{aDF: I'Ii(a)=a}
K=L,OLOL=L

G=

8.15.

8.16.

8.17.

(r) :{id =n°,n,n?,.., I'I”'l} zyklische Gruppe der Ordnung

a) MNOAut, 2
by A=A, AOL[X] = AOK[X]

Die Untergruppen U von G haben die FormU = <I'Ii >, wobei i Teiler von u ist.
n=ilk
U]=k
Wir schreiben: U =U,

FixU ={a DL‘/](a) =a Un DU} =L

IstU = U, Untergruppe der Ordnung von G, so ist FixU =L,

k

U sU, - FixU,UOFxU, Galoiskorrespondenz

1

Bezeichnungen:
FirvL

B, ={/7 (v)|/7 DG} UL Klasse konjugierter Elemente (Bahn)
={v/}iON,}

B= { B, |v U L} Menge aller Klassen k.E

M, =[](X -w)OL[X]

wllB

Zum Beispiel: VLUK B, ={v}, M, =X-v

a) B =B, UOwlB,
b) L= U B disjunkte Vereinigung

BOB

c) |B| =gradM,  Teiler vonn
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Beweis: a) w=p, (v), n0G
n(w)=n(m(v)=(7m)(v) 0B,
mt(w)=n (m (v) =v

= vUB, UB,
= B,
genauso B, U B,

:Bw
b) vOB,

=L=JB,

SeivdBn ¢, B,COB

a) =B=B =C

dh.Be#0 = B=C

o u={70GJ7(v)=1}. B=5B
Untergruppe von G
wZ/]l(v)DBV
Fir yOG: /](v)=w = l](v)=l71(v)

=n'(n()=v = n'n0U < p'noU
QUD/AU
:>|B|=|G:U| Index

v

8.18. Satz
Sei BB
Fiir jedesv B mitM , = M  das Minimalpolynom
F=2Z, E=GF(8) vOE

M, =(X -v)(x -v?)(x -v*)

Beweis: M =M, M(v) =0

zz. 1) MOK[X] 2) M irreduzibel inK [ X|
D MT=[](x-w)" 8.13. a)
=[(x-n(w)=m 8.13.d)= M OK[X]
w=n(v)

Jedesn, UG hat die Form: 77, =7 (/7 =T _1/71)
Mit/7 durchlduft auchs, =7 ganz G
8={n(v)nOG}={(nm)(v)}r06} ={n (w)wO 5}
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2)  Mistirreduzibe in K [X ]
M =ABin K[X]
0=M(v)=A(v)B(v), EA(v)=0

8.13¢)

8.13. 0=A(v) = A"(n(v))=0
A=A = A(nqw)=0
X-n(v) teilt A
>M,tilt A = A=M
0,=[1(x-v)=x"-x a={vOL|o,(v)=0}

x0OLr

8.17 ¢)
8.19. = 0, = |_!M 5 ist das Produkt aller Minimalpolynome
BO

Primfaktorzerlegung von Q in K [X ]

8.20. SeiM DK |[X]irreduzibel und normiert,i = grad M
1) iteiltn
o i) M =M,fireinB0B

8.21. = Q, it das Produkt aller irreduziblen normierten Polynomell K [X ] , deren Grad
Teiler von n ist

Beweis (8.20.):
1)=1i) L Teiler von L L, Nullstellenmenge von Q,

8.9.= M teilt O, M (v)=0fireinvdL, =ii)
i) =1) Dies ist 8.17. ¢)

Pimitive Elemente z von L (L =(z)) H(Zi):(ﬂ(z))i = L :</](Z)>

8.22. zprimitiv,7OAutL = 7(z)ist primitiv
N OK [ X]heiBt primitiv,
wenn es ein Minimalpolynom eines primitiven Elements z ist.
Dann ist K (z) = Lund L isomorph zu K,
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Beispiel: K =7,
N=1+X+X’+X +X*'0K[X]
X OL =K, Korper mit2* =16 Elementen

N ist Minimalpolynom von X
X istnicht primitiv
X, XX, p(X) =1+ X + X2+ X7

p(X5)=1

Definition: Das Polynom P, = |_| (X— z) heifit n-tes Kreisteilungspolynom

P teiltQ,
B, ={BOB|B=B}

8.23. Satz

8.24.

a)  Die primitiven Polynome N [1 K [X ] haben die Form N =M ,mitBUB
by P = M, OK|X
ST [x]

prim

¢)  Seiz primitiv P =1$i!n_| (X —Z’)
geT(i,n)=1

G=Aut, L (= Galoisgruppe : Gal(L|K))

Beweis:  nUAut, L, zprimitiv :>/7(z)primitiv
M=M_OK[X]
M(z)=0 = M(n(z))=0
B, I{Hi(z) : 0<i<n-ljist die Nullstellenmenge vonM =M,
= 01k <nmitn(z)=N"(z)
7(2)=(n(2)) =(n* () =n*(<)
0i: L={0} 0{'[i =0.....4""}

=n=N*
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