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Z,={0,1,...n-1, nON, n>1
r+ns=,0n(r+s) r,s UZ modulo

rQsan(rEs‘)

Z,1st kommutativer Ring

z.={0.1)
Ls: +50‘1‘2‘3‘4
0|0 i1 :2:3:4
1123 a0
22013 i4:i0i1
3314012
44001203
01 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4
1112134
220413
ENERREREEER
443201

1.5.  Genau dann ist der Ring Z  nullteilerfrei, wenn n Primzahl ist.

Beweis: u=rls, r,sz,
rlJs=p,(n)=0  Cein Nullteiler

Sei n Primzahl
Annahme: r[ls=0 fir0#r,sUZ,

P, (rs) =0

p =n teilt rs = pteilt r oder p teilt s
n=phﬁ

n=12 Teiler von12 =216
n=5 Teiler von25013

Sei R Ring

R :={rDR|r Z 0}

e Ristnullteilerfrei = r,sOR" = r,sOR"

* In einem nullteilerfreien Ring kann gekiirzt werden
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r£0, r3=rld =>s=t¢
0=rs—rt=r(s—t)
[}

1.6. Satz
Der RingZ , ist genau dann ein Kérper (d.h. Z, ist Gruppe bzgl. der Multiplikation)

wenn 7 eine Primzahl ist.

Beweis: Sei n eine Primzahl, also Z  ist nullteilerfrei
r#0 M:={rQs|s0Z}

10z,
Behauptung: |M| =n => M =7, = esexistiert s mitrl[]ls=1

rlls, =rlls
s s, n verschiedene s = |M |:n
= 5 =5,

2. Der Polynomring

Sei K ein Korper
A=A (X ) =a, +a,x+a,x" +...+a,x" Rechenausdruck, in der man fiir die Variable x Zahlen

MUK einsetzen kann (u.a.)
A(/J) =a,*tau+al’ +..+a ' 0K

Im Fallea, #0istgrad A =n
a, ist Leitkoeffizient von A
Sind allea, =0, so ist A =0 das Nullpolynom
grad0:=-1
gradA=0:A=aqa,, a,#0 konstantes Polynom
K [x] ist die Menge aller Polynome iiber K
B=b,+bx+..+bx" OK[x] ADK
/1A(,u) =Aa, + (Aal),u+ (/1612),u2 +...
A(p)+B(p)=(a, +b,) +(a, +b) u+(a, +b,) 1* +...
A (,u) B (,u) =a,b, + (aob1 +bya, ) M+ (aob2 +ab, + azbo),u2 +...
Deswegen definiert man
AA=(Aa,)+(Aa) x+...+(Aa, ) x"
A+B:= Z(ai +bi)xi
AB = ch.xi ¢, =ab. tab_ +..+a_b +ab,
Insbesondere x'x’/ =x"/, i, jON’

0 .-
x =1

= 1. Einsetzungsregel:
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(A4) () = A4 (1). (A+B) (1) = A1) + B(12)

(4B)(4)

A(p)B(H)

2. Gradformel:
grad AA =grad A, wenn A £0

grad AB =grad A+grad B, wenn A,B # 0
grad (A + B) < max{grad A, grad B} mit Gleichheit, wenn grad A # grad B

3. Bzgl. der Addition & Skalarprodukt ist K [x] ein K-Vektorraum (mit Basis1 = x°, x, x*,...)
K[X] :{(ai)[DN |D1 DNO mlt ai = 0 Di > I’l}

4. Bzgl. der Addition & Multiplikation ist K [x] kommutativer, nullteilerfreier Ring

Nullteilerfrei: A,B#0
grad AB =grad A+grad B=0
Einselement: 1=x"20
Distributivgesetz: A(B+C)=AB+AC
Assoziativgesetz:
zusitzlich: A (AB) = (AA) B= A(/]B)
K-Algebra

S.FirAOK [x] sel <A> = { PA‘P UK [x]} Menge aller Vielfachen von A

a)

b)

<A> ist Unterraum des VRsK[x] A (PlA) + /J(PZA) = (/UD1 + /JPZ)A
BO(A), Q0K [x] = oBO(A) B=PA, QB=Q(PA)=(0P)A

siehe 1.1. d.h. (A} ist Ideal im Ring K [ x]

6. nON:

Kn[x] ={ADK[x]|gradA<n}

A=a,+tax+..+a,_x

K, [x] ist Unterraum des Vektorraums K [x]

n-l
Die Abbildung K" — K, [x] mit (ao,..., an_l) = Z a,x" ist Isomorphismus des

i=0

Vektorraums K" auf K | [x]
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