Algebra

Sommersemester 2005
Vorlesung 3

Montag, 18. April 2005

Wiederholung:

AB =BA

(AB)C =A(BC)
A(B+C)=AB+AC

_ -1
A=ag,+taX+..+ta X" o (ao,al,...,an)DK”

Schreibweise: A=a, L, [, _, L1.0d, Ldi, (wie ter, 10er, 100er, etc.)

Beispiele: SeiK =7,
A=X*+X+1=1011
B=X*+X*+X?=11100

A+B= 1011
Beispiel, dass bei 1+1 =0 nicht 1 gemerkt wird :
11100

) , x'+x'=(1+1)x’ =0
10111 =X"+X"+X +1

AB= (1011)(11100)
1011
1011
1011
0000
0000
11000100=X"+X°+X"’

Dividieren mit Rest;
K=7Z,, A=110101= X"+ X"+ X* +1
B=1011=X*+X +1

(1101 01)=+(1011) =111
1011
011001
10110
01111
1011

0100 =Xx"
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K =7,, Aund B wie oben
(110101)=+(1011)=112
1011
012001
1011
02221
2022
0202=2X"+2=-X"~1

2.1. Satz
Sei N #0 aus K[X]

n=grad N .
Zu ALK [X ] existieren eindeutig bestimmte Polynome P, R [1 K [ X ]
und A=PN +R, gradR<n

Beweis: Eindeutigkeit
(A=P'N+R, gradR' <n)
0 =A-A=(P-P')N+(R-R)
grad0=—1 ﬁ;—’ T
=P-P' =0
= P=P
=R=FR

Beispielprogramm fiir Algorithmus:

START R=A

P:=0

A =Leitkoeffizient von N
WHILE gradR=n DO

m = grad R

M :=Leitkoeffizient von R
R=R-ExmN
A

p=p+Exm
A

END

R=p, (A) Rest modulo N
(N)={PN|POK[X]}

A=p, (4)0(N)
Py :K[X] - Kn[X] VAP Oy (A) Restabbildung
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Sei p:= p,

2.2.

2.3.

a) )=A = ADK,[X]

(4
b)  p(A)=0 = AO(N)
p(A

‘Q

o p(4)=p(B) - A-BO(N)

d)  pisteine lineare Abbildung
p(AA+uB)=Ap(A)+u(p(B))

e)  p(AmB)=p(p(4)p(B))

Beweis:
a) - ¢) offensichtlich

zud) A= p(A), B,=p(B)
A=PN+A,, B=ON +B,
AA+uB =(AP+ UQ) N +(AA, + B,)

|
ok ]

= p(AA+uB)=2A, + uB,

zue) ALB=PQNN +PNB,+AQN + A B,

G(N)

AB-A,B,0(N)

Behauptung folgt aus c)

def. ¢)

A=B(modN) < py(A)=py(B) = A-BO(N)

Satz
Sei A K[X] und A O K eine Nullstelle von A, d.h. A(/\) =0.

Dann existiertPDK[X]mitA = (X —/1)P

Beweis:
1. Fall: gradA<0 = A=0

2. Fall: grad A>0
Teile A durch X — A
A=P(X-A)+R, gradR<0
0=A(1)=P(A)(A-1)+R(A)
=R=0
SeiA(A)=0,dh.A=(X-A)P
Sei i # A eine weitere Nullstelle
0=A(u)=(u-2)P(K)
—_— ——

#0 =0

=P=(X-4)0, QOK[X]
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A= (X -A ) (X - ,U) Q (usw. mit immer neuen Nullstellen)

24. Korollar
SeiA,,...,A, verschiedene Nullstellen von A

Dann existiert P[] K[X] mitA = (X —)ll)(X —)lz)...(X —xlm)P
Insbesondere mitm < grad A
Ein Polynom vom grad n hat hochstens n Nullstellen.

z,={0.1,...n-1}
Sein =1und N ein Polynom vom Grad n
Wir machen K, [X ] zu einem Ring via o,

A,BOK,[X]
A+,B=A+B

def.
A B=p,(ADB)

2.5.  Beziiglich dieser Addition und Multiplikation ist K, [X ] ein kommutativer Ring.
Wir bezeichnen ihn mitK, (z.B.Z, )

Beachte: K, ist insbesondere K-Vektorraum der Dimension n (= K, [X ] )
K-Algebra

Beispiel:
K=R,N=X’+10R[X]
=X[JX =1V +(-1)

X x=-1
a,+bX =a,+b,X UK, [X]
(¢, +5,X)0) (a, +b,X) = p, (@ +5,X ) (a, +b,X))
-pN( +(ab, +ba,) X +bb,X )

sz

p(a,a )+,0((a1b +ha,) X +bb2,0(X2))
+(a,b,) X +(ba,) X +bb,
= (alaz _b2b1)+ (albz +b1az)X

Seiz.B.i=X
(a1 +ib1)(a2 +ib2) = (ala2 —bzbl) +(a1b2 +b1a2)i
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